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Resume. La construction de la suite spectrale de Hodge-Tate d’une variMe propre et lisse sur 
un corps p-adique nous sert de fil conducteur pour revenir, en suppleant nombre de details, 
sur I’approche de Faltings en theorie de Hodge p-adique. Cette suite spectrale tire son origine 
de la suite spectrale de Cartan-Leray pour la projection canonique du topos de Faltings sur le 
topos etale d’un modele entier de la variete. L’aboutissement de cette derniere se calcule grace 
au principal theoreme de comparaison de Faltings d’ou derivent tons les autres theoremes de 
comparaison entre la cohomologie Male p-adique et d’autres cohomologies p-adiques. Son terme 
initial est lie aux faisceaux des formes differentielles par un morphisme evoquant I’isomorphisme 
de Cartier. 


Abstract. The Hodge-Tate spectral sequence for a proper smooth variety over a p-adic field 
provides a framework for us to revisit Faltings’ approach to p-adic Hodge theory and to fill in 
many details. The spectral sequence is obtained from the Cartan-Leray spectral sequence for 
the canonical projection from the Faltings topos to the Male topos of an integral model of the 
variety. Its abutment is computed by Faltings’ main comparison theorem from which derive all 
comparison theorems between p-adic Male cohomology and other p-adic cohomologies, and its 
initial term is related to the sheaf of differential forms by a construction reminiscent of the 
Cartier isomorphism. 
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Introduction 


1 . Le but de ce travail est de consolider et de completer les fondations de la theorie de Hodge 
p-adique suivant I’approche initiee par Fallings dans [TOUTT]. Parmi celles-ci, Gabber et Ramero se 
sont concentres sur la theorie des presque-anneaux et sur le theoreme de presque-purete mmi] et 
Tsuji a donne dans ([^ V) une presentation concise de la theorie des extensions presque-etales, plus 
proche de I’approche originale de Fallings. Ce sont a d’autres aspects de la theorie de Fallings que 
nous nous iiiteressons ici, a savoir les applications de son theoreme de presque-purete a des calculs 
de cohomologie galoisienne, le recollement de ceux-ci grace au topos de Faltings et les theoremes de 
comparaison entre divers groupes de cohomologie p-adique. Nous avons entame ce projet dans [^, 
ou nous avons repris les aspects de la theorie necessaires au developpement de la correspoiidance de 
Simpson p-adique, en particulier ceux concernant le topos de Faltings (H VI). Nous poursuivons 
le travail dans ce volume en nous focalisant sur deux aspects plus avances, a savoir 

(i) le principal theoreme de comparaison de Faltings ; 

(ii) la suite spectrale de Hodge-Tate. 

2 . Soient K un corps de valuation discrete comp let de caracteristique 0, a corps residuel 
parfait de caracteristique p > 0, I’anneau de valuation de K, K une cloture algebrique de 
K, la cloture integrale de dans K, Gk le groupe de Galois de K sur K. On note 0c le 
separe complete p-adique de 0p^^ me son ideal maximal et C son corps des fractions. Rappelons 
I’enonce du theoreme de decomposition de Hodge-Tate conjecture par Tate 1 |43) Remark page 180) 
et demontre independamment par Faltings ffani] et Tsuji |44| . Pour tout R-schema propre et 
lisse X et tout entier n > 0, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel et Gic-equivariant 

(2.1) Qp) C ^ ©r=off (^c, - «)• 

Cette enonce equivaut a I’existence d’une suite spectrale canonique foiictorielle et Gic-equivariante, 
la suite spectrale de Hodge-Tate, 

(2.2) = R\Xc,n^^/c)(-3) ^ G. 

L’equivalence des deux enonces est une consequence du theoreme de Tate sur la cohomologie 
galoisienne des tordus de G ([43] Theorem 2 page 176) : la nullite de H°(G;f,G(j)) pour tout 
entier j ^ 0 implique la degenerescence de la suite spectrale en E 2 et la nullite de H^(Gic,G(j)) 
pour tout entier j ^ 0 implique sa decomposition. 

Lorsque X admet un modele semi-stable sur 0k, nous deduirons la suite spectrale (12.21) d’une 
suite spectrale de Cartaii-Leray pour la projection canonique du topos de Faltings du modele dans 
son topos etale. Nous suivrons la preuve donnee dans m a quelques ameliorations et simplifications 
pres. Notre approche permet entre autres de degager une analogie entre la suite spectrale de Hodge- 
Tate et la suite spectrale conjuguee en caracteristique p. 
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3 . Faltings a explicitement introduit son topos dans mi comme le cadre naturel de son 
approche pour la theorie de Hodge p-adique. Ce topos repond a deux objectifs. D’une part, il permet 
de recoller des calculs locaux de cohomologie galoisienne, et d’autre part, il permet de comparer 
diverses cohomologies p-adiques. Ce dernier aspect ressort plus clairement de notre interpretation 
du topos de Faltings comme un topos co-evanescent generalise, generalisant les produits orientes 
de topos de Deligne (m VI). Rappelons ici sa definition (cf. 11.11.11) . 

On pose S = Spec(^R-) et S' = Spec(^-jf) et on note s (resp. 77 , resp. 77 ) le point ferme de S 
(resp. generique de S, resp. generique de S). Pour tout entier n > 1, on pose S„ = k/ p'^^ k)■ 

Pour tout S-schema Y, on pose 

(3.1) Y = YxsS et y„=yxsS„. 

Changeant de notation, X designe dans la suite de I’introduction un S-schema lisse de type 
fini. Nous considererons dans ce travail une situation logarithmique lisse plus generale (cf. 12.1.31) . 
Toutefois, pour simplifier la presentation, nous nous limitons dans cette introduction au cas lisse 
au sens usuel. On designe par Et/^ le site etale de X et par Xet son topos etale. On note E la 
categorie des morphismes {V —> U) au-dessus du morphisme canonique Xj^ —>■ X, autrement dit 
des diagrammes commutatifs 

(3.2) V - 


X^ - 

tel que (7 soit etale sur X et que le morphisme canonique V —>■ Ujj soit fini etale. Il est utile de 
considerer la categorie E comme fibree par le foncteur 

(3.3) TTiE^Et/x, {V^U)^U. 

La fibre de tt au-dessus d’un objet U de Et/x est canoniquement equivalente a la categorie Etf/^/^ 
des revetements etales de Ujj. On Fequipe de la topologie etale et on note fet le topos associe 

fcf. fTXTTD . 

On equipe E de la topologie co-evanescente, c’est-a-dire de la topologie engendree par les 
recouvrements {{Vi ^ Ui) —>■ (P —>■ U)}i^i des deux types suivants : 

(v) Ui = U pour tout 7 S / et (p —>■ P)ig/ est un recouvrement; 

(c) {Ui —>■ U)i^i est un recouvrement et p = P XuUi pour tout i G I. 

On montre alors que se donner un faisceau F sur E est equivalent a se donner : 

(i) pour tout objet U de Et/x, un faisceau Fjj de Urj^iet, a savoir la restriction de F a la fibre 
de TT au-dessus de U ; 

(ii) pour tout morphisme f: U' ^ U de Et/xi un morphisme 7 /: Fu —>■ fri*{Fu')- 

Ces donnees sont sujettes a des conditions de cocycle (pour la composition des morphismes) et a 
des conditions de recollement (pour les recouvrements de Et/x)- 


4. Les foncteurs 


(4.1) 

(7+ : Et/x -t E, 

U U) 

(4.2) 

: Etf/x^ E, 

V ^{V ^ X), 

(4.3) 

7 /;+ : F Et/x^, 

(P ^ t/) P 
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sont exacts a gauche et continus (11.11. 111 . II definissent done trois morphismes de topos 


(4.4) 

a: E 


^et 

(4.5) 

/3: E 


Xrl,- 

(4.6) 

'if . XfjQ^ 

-)■ 

E. 


Les deux premiers sont des analogues des projections canoniques pour les produits orientes de topos 
de Deligne, et le troisieme est uii analogue du morphisme des cycles (co-jproches. On rappelle que 
Deligne a introduit les produits orientes de topos pour generaliser les cycles evanescents pour les 
faisceaux etales relativement a une base de dimension > 1. 

Pour tout groupe abelien fini G, notant encore G le faisceau constant de valeur G de Xjj ou 
de E, on a un isomorphisme canonique G ^ ([^ VI.10.9(iii)). 

Proposition 5 fcf. 12.5.21) . Pour tout faisceau abelien de torsion localement constant construc- 
tible F de on a = 0 pour tout i >1. 

Get enonce est une consequence du fait que tout point geometrique a; de X admet un voisinage 
etale U dans X tel que Ujj soit un schema K{ty, 1) dans le sens de 11.2.21 Cette propriety a ete 
demontree par Faltings (iini Lemme 2.3 page 281), generalisant des resultats d’Artin ([4] XI), 
sous I’hypothese en vigueur dans cette introduction que X est lisse. Elle a ete recemment etendue 
au cas semi-stable par Achinger [ 3 ] . Ne disposant pas de cette generalisation dans m, pour traiter 
le cas semi-stable Faltings est contraint de changer de strategie par rapport a celle de son premier 
article | 10 | . Le detour qu’il a propose est assez technique et complique. Nous reprenons dans ce 
travail, y compris dans le cas semi-stable, la strategie initiate. 

La proposition [5] implique que pour tout eiitier i > 0, on a un isomorphisme canonique 

(5.1) ff (A^.,t,F) ^ ff (A,i/;4F)). 

Nous sommes done ramenes a un calcul de cohomologie dans E. Pour ce faire, Faltings introduit 
un anneau de E qui joue le role d’amieau structural. 

6. Pour tout objet {V U) de A, on designe par la fermeture integrate de U = U Xs S 
dans V et on pose 

( 6 . 1 ) WiV ^U) =r(U^ 

Le prefaisceau sur E ainsi defini est en fait un faisceau. Pour tout entier n > 1, on pose 

Wn = WIp'^W. 

Theoreme 7 (cf. I2.4.16|) . Supposons X propre, et soient n un entier > 1, F un faisceau 
localement constant constructible de {X/p'^X)-modules de Alors, pour tout entier i > 0, le 

noyau et le conoyau du morphisme canonique 

(7.1) ff (A^,et,F) ^ ff (A,I^,(F) 'W) 

sont annules par me. 

On dit que le morphisme (EH) est un a-isomorphisme (ou un presque-isomorphisme dans la 
terminologie classique) (cf. 11.4.21) . 

C’est le principal theoreme de comparaison de Faltings d’ou derivent tous les autres theoremes 
de comparaison eiitre la cohomologie etale p-adique et d’autres cohomologies p-adiques. Nous le 
demontrerons suivant la strategie de Faltings dans mi basee sur la suite exacte d’Artin-Schreier 
pour le “perfectise” de tMi. L’un des principaux ingredients de la preuve (11.8.131) . du a Faltings et 
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degage par Scholze, est un enonce de structure pour les tp-modules sur le “perfectise” de ^kIp^k 
verifiant certains conditions, dont une condition de presque-finitude dans le sens de Faltings. Dans 
notre application a la cohomologie du topos de Faltings annele par le “perfectise” de , la preuve 
de cette derniere condition resulte de la conjugaison de trois ingredients : (i) des calculs locaux de 
cohomologie galoisienne utilisant le theoreme de presque-purete de Faltings (12.3.lOp ; (ii) une etude 
fine des conditions de presque-finitude pour les faisceaux de modules sur les schemas (11.6.81) ; (iii) 
le resultat de Kiehl sur la finitude de la cohomologie d’un morphisme propre (11.6.111) . La meme 
strategie de Faltings a ete reprise par Scholze pour generaliser I’enonce aux varietes rigides | 42 ) . 


8 . Compte tenu de la proposition[S]et du theoreme[71 pour etablir (12.11) . nous sommes amenes 
a calculer les groupes de cohomologie £^n) pour tout n > 1. La suite spectrale (12.21) s’obtient 

alors a partir de la suite spectrale de Cartan-Leray pour le morphisme a (14.41) . Pour ce faire, nous 
avons besoin de calculer les faisceaux de cohomologie R^a^,(^n) pour tout i > 0. Une suite exacte 
de Kummer permet de relier ces derniers aux faisceaux des formes differentielles „ (13.11) . 

■^n/ 

Notons h: X ^ X le morphisme canonique (13.11) . On a un homomorphisme canonique 

( 8 . 1 ) —>■ 

qui correspond pour chaque objet U de Et jx morphisme canonique U. Pour tout entier 

n > 1, on designe par JSn le monoide de E defini par le diagramme cartesien d’homomorphismes 
de monoi'des 

( 8 . 2 ) 

W - 


ou u designe I’endomorphisme de monoi'des de d’elevation a la puissance p-ieme et la fleche 
verticale de droite est induite par (18.11) . Notons ^ le groupe constant de E de valeur le groupe 
des racines p"-iemes de I’unite dans II existe une suite canonique 

(8.3) 0 —>■ Mpn g 0'*(^*(^y)) 0, 

qui n’est pas exacte en general. Nous montrons toutefois qu’elle est exacte au-dessus de la fibre 
speciale Eg de E, c’est-a-dire au-dessus du sous-topos ferme de E complementaire de I’ouvert 
a*{Xrj) (cf. 12.1.61) . Celui-ci s’insere dans un diagramme commutatif a isomorphisme canonique 
pres 


(8.4) 


Eg 


X 


s.et 


■E 


X. 


et 


ou a est I’injection canonique, <5 est le plongement canonique et as est induit par a. Nous n’utili- 
serons du topos de Faltings que sa fibre speciale. On observera que est un objet de Eg. 


9 . Supposons dans la suite de cette introduction que k soit algebriquement clos et notons 

a: Xg —>■ X I’injection canonique. Soit n un entier > 1. On considere et OU comme des 

X. ri / Jn 
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faisceaux de Xs,et- Le morphisme as et I’homomorphisme (18.11) induisent un morphisme de topos 
anneles 

(9.1) an'- (Esj^n) (Xs,et, 

La suite (18.31) induit une suite exacte de monoides de Eg 

(9.2) 0 —>■ S*{JSn) —t a*(a*{^^)) —^ 0. 

En particulier, 5*(=S„) est un faisceau abelien. Le morphisme bord de la suite exacte longue de 
cohomologie obtenue en appliquant le foncteur (T„* induit un morphisme -lineaire 

(9.3) {a*^E) (g)z rV„*(;^„(1)). 

Par ailleurs, le morphisme dlog induit un morphisme -lineaire surjectif 

(9.4) (a* (g)z ^ • 

Apres une legere modification de la torsion a la Tate dans ^ n {^), nous montrons que le morphisme 
(lOD se factorise a travers ((O)) . etablissant un lien entre formes differentielles et cohomologie etale. 
La nouvelle torsion est definie grace aux epaississements infinitesimaux p-adiques de Fontaine, 
qui servent aussi a definir I’outil principal pour etablir la factorisation, a savoir le torseur des 
deformations. 

10 . Rappelons que I’anneau 

(10.1) = Im 

XI—^xP 

est integre et parfait de caracteristique p. L’application 

(10.2) {(x ("))„>0 e (^c)"" I Vn G N} ^ (^^)^ {x^^\>o ^ 

ou designe la classe de dans ^k/p^ki est un isomorphisme de monoi’des multiplicatifs. 
Pour tout X G on note (a;("^)„>o la suite de ffc qui lui est associee par I’isomorphisme 

inverse de (I10.2|) . On designe par W((^-^)'') I’anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans 
relatif a p et par 

(10.3) 0: w((^^)')^^c, (xo,xi,...)e^^p"4") 

n>0 

Phomomorphisme de Fontaine. On fixe une suite ( pn ) n>o d’elements de telle que po = P et 
p((_i_j^ = Pn pour tout n > 0 et on note w I’elemeiit associe de On pose 

(10.4) ^=[^]_pgW((^^)'), 
ou [ ] est le representant multiplicatif. La suite 

(10.5) 0 ^ W((^;^)^) A W((^;^)^) A ^ 0 
est exacte. Considerons Panneau 

(10.6) = W((^-r)')/ ker(0)2 
qui s’insere dans une suite exacte 

(10.7) 0 ^ A ^ ^ 0, 

ou on a encore note 0 Phomomorphisme induit par 0. L’ideal ker(0) de est de carre iiul. 

C’est un ^c-module fibre de base f qui sera note f,^c- Ou observera que contrairement a ce 
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module ne depend pas du choix de la suite (pn)n>o- On note le i^c-module dual de ^^c- 

Pour tout i^c-module M, on designe les ^c-modules M (C^c) et M simplement 
par et ^~^M, respectivement. 

On a un homomorphisme canonique Zp(l) — 5 > ■ Pour tout ^ G Zp(l), on note encore 

C son image dans . Comme 0([C] — 1) = 0 , on obtient un homomorphisme de groupes 

(10.8) Zp(l) ^ C ^ log([C]) = [C] - 1 , 

dont I’image est contenue dans ker(0) = Celui-ci est clairement Zp-lineaire. Son image en- 

gendre I’ideal de £/ 2 i^'x), et le morphisme ^c'-lineaire induit 

(10.9) ^c(l)^P^C^C 
est un isomorphisme. 

On deduit de (j9.3ll et (llO.Op un morphisme -lineaire canonique 

(10.10) Oz ^ R^an^i^Wn). 

Theoreme 11 (cf. 12.7.9)1 . Soit n un entier > 1. 

(i) Le morphisme (I10.10|) se factorise a travers (19.41) et il induit un morphisme 

(11.1) rV„*(^„). 

(ii) II existe un unique homomorphisme de -algebres graduees 

(11.2) A ^ ©i>oRV„,{^„) 

_ __ 2d 

dont la composante de degre un est le morphisme (111.11) . Son noyau est annule par pp-^m 

2d+l 

et son conoyau est annule par p p-i m, ou d = dim(X/>S'). 

La suite spectrale de Hodge-Tate ( 12 . 21 ) s’obtient a partir de la suite spectrale de Cartan-Leray 
pour les morphismes cr„ et de I’enonce ci-dessus. 

II ressort de notre preuve du theoreme [Tl] que le morphisme ( 111 . 21 ) est un analogue de I’iso- 
morphisme de Cartier en caracteristique p, ce qui suggere une analogie entre la suite spectrale de 
Hodge-Tate et la suite spectrale conjuguee en caracteristique p. 

12 . Pour etablir le theoreme[TTl on peut supposer X = Spec(i?) affine et petit dans le sens de 
Fallings, autrement dit qu’il existe un S'-morphisme etale de X dans le tore Gj), g de dimension d 
au-dessus de S, et que Xg est non-vide. Pour alleger les notations, on suppose, de plus, Xj^ connexe. 
Soient x un point geometrique de Xjf, {Vi)i^i un revetement universel de Xjf en a;, A = 7 ri(Xp, x) 
le groupe fondamental de Xjj en x. Pour tout i € I, notons Xi = Spec(i?i) la fermeture iiitegrale 
de X dans Vi et posons 

(12.1) R = lim Ri, 

i€I 

qui est une representation discrete de A. On note R le separe complete p-adique de R et on pose 

(12.2) it = lim R/pR. 

xt^P 


On a une suite exacte 

(12.3) 
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ou 9 est rhomomorphisme canonique analogue a (110.311 ('cf. ll.3.2ll et ^ est Telement (110.411 . On pose 

(12.4) £/2(R) = W(i?‘')/ker(6»)^ 

qui est done uiie extension de R par un ideal de carre nul isomorphe a ^R. 

Comnie X est affine, il existe une deformation lisse X de X ffc au-dessus de 

(12.5) X ^ ^ 

□ 

Spec(^c)-^ Spec(.£/2('^7f)) 

Fixons une telle deformation dans la suite de cette introduction et considerons le diagramme 
commutatif prive de la fleche poiiitillee 

(12.6) Spec(i?)-^ Spec(i 2 / 2 (.R)) 

1 

X ^ X 

□ 

Spec(^c)-^ Spec(.e^2('^-K)) 

Les morphismes representes par des fleches pointillees qui completent ce diagramme de fagon a le 
laisser commutatif forment un torseur ^ sur Spec(i?) pour la topologie de Zariski sous le ii-module 

(12.7) 

On designe par ^ le i?-module des fonctions affines sur ^ (cf. III.4.9). Celui-ci s’insere dans 

une suite exacte canonique 

( 12 . 8 ) 

Cette suite induit pour tout entier n > 1 une suite exacte 

(12.9) 0 ^ Sym|-i(^) ^ Syin|(^) ^ Sym|(r'f^)j/^^ ®r% ^ 0. 

Les i?-modules (Sym2.(=^))„gN forment done un systeme inductif liltrant dont la limite inductive 
R 

(12.10) ^ = lim Sym^(^) 

—y R 

n>0 

est naturellement munie d’une structure de i?-algebre. Le i?-schema Spec('^) represente alors ca- 
noniquement le torseur ^ ([^ IIL4.10). 

L’action naturelle de A sur le schema £^ 2 {R) induit une action i?-semi-liiieaire de A sur 
telle que les morphismes de la suite (112.81) soient A-equivariants. 
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Proposition 13. Sous les hypotheses de \12[ on a un diagramme commutatif 


(13.1) 






dlog 


-dlog([ ]) 




oil la fleche verticale de droite est induite par I’homomorphisme (|10.8|) . la fleche horizontale infe- 
rieure est induite par le morphisme bord de la suite exacte (112.81) . et la fleche horizontale superieure 
associe d t € la classe du p,pn{ff-j^)-torseur XYf[T]/(TP — t) au-dessus de X^. 

On en deduit que I’extension ^ (112.8|) . dont la classe d’isomorphisme ne depend pas de la 
deformation X, fournit la factorisation (|ll.ll) recherchee. 

La preuve de la proposition [TlT iil est classique dans la theorie de Fallings. L’assertion etant 
locale, elle resulte d’un calcul de cohomologie galoisienne utilisant le theoreme de presque-purete 
de Fallings. 


14 . Pour expliquer I’analogie entre le morphisme (111.21) et I’isomorphisme de Cartier en 
caracteristique p, nous avons besoin de I’interpretation de ce dernier due a Ogus et Vologodsky 
[ 37 ] generalisant des resultats de Deligne et lllusie | 8 ]. 

Soient T le spectre d’un corps parfait k de caracteristique p, Y un T-schema propre et lisse. 
Considerons les deux suites spectrales d’hypercohomologie 

(14.1) = w{Y,n^^^) => H^+^(y/T) = ff+^(y,o^/^), 

(14.2) =}i\Y,jY^{il-y^r)) => H^R'(y/T). 

La premiere suite spectrale, dite de Hodge vers de Rham, ne degenere pas necessairement en Ei ; 
mais quand elle degenere en Ei^ la seconde suite spectrale, dite conjuguee, degenere en £' 2 . C’est 
une consequence de I’isomorphisme de Cartier. En effet, considerons le diagramme commutatif 


(14.3) 


Fr 



ou a (resp. Fy) est I’endomorphisme de Frobenius de T (resp. Y),Y' est le changement de base 
de Y par ct et F est le morphisme de Frobenius relatif de Y sur T. Pour tout entier i >0, il existe 
un isomorphisme ^y/-lineaire canonique 

(14.4) 7 O 4 

dit isomorphisme de Cartier (inverse). Pour toute section locale / de ffy, on a 

(14.5) 7°4'V) = F, 

(14.6) Fid{a'*f)) = fP-^df. 

On en deduit un isomorphisme fc-lineaire canonique 

(14.7) a*{El’^) 4 Ei'\ 
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15 . Posons T = Spec(W 2 (fc)) et supposons dans ce numero qu’il existe un relevement Y de 
Y au-dessus de T. On note Y' le changemeiit de base de Y par I’endomorphisine de Frobenius 
CTy de T. Si F: y — 5 > Y' est un relevement de F: y —>■ y', le morphisme F*: jf —>■ 6 st 

divisible par p et on obtient un diagramme commutatif 


(15.1) 





ou ^y/t designe le faisceau des cocycles du complexe de de Rham Vly/x Cp est le morphisme 
^y/-lineaire induit par p“^F*. 

En general, il existe une extension canoiiique de modules a connexion integrable sur Y 

(15.2) 0 ^ {ffy, d) {Sy, V) ^ (F*0^,/y, d) 0, 

ou F*r2^,yj, est muni de la connexion definie par descente par Frobenius, verifiant les deux pro- 
prietes suivantes : 

(i) Le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie de de Rham 

(15.3) H«(y', 9}y,,y) = H0R(y', F*L!^,/^) ^ ld^^^{Y/T) 

est le morphisme defini par Deligne et Illusie a un signe pres. 

(ii) Le morphisme bord de la suite exacte longue de faisceaux de cohomologie de de Rham 

(15.4) Vly, jrp = .^r(F Vty, ^j.) —>■ .^^ ( ) 

est I’oppose de I’isomorphisme de Cartier 7 ^. 


16 . L’extension (115.21) est construite comme suit. Posons .‘Yy'/r = (0^,yj,, ^y/). 

Les relevements du morphisme de Frobenius relatif F torment un torseur ^y sur Y pour la topologie 
de Zariski sous le i^y-module ¥*{^Yyi/t)- Notons S'y le i^y-module des fonctions affines sur ^y. 
Celui-ci s’insere dans une suite exacte canonique 

(16.1) 0 ^y ^ 0 . 

Cette suite induit pour tout entier n > 1 une suite exacte 

(16.2) 0 ^ Symj;i(<g~) ^ Sym^^(<g~) ^ Sym^^(F*ll^,/y) ^ 0 . 

Les ^y-modules (Sym^(^^))„gN torment done un systeme inductit filtrant dont la limite inductive 

(16.3) = lim Sym^y (^y) 

n>0 

est naturellement munie d’une structure de ^y-algebre. Le F-schema Spec(‘^^) represente alors 
canoniquement le torseur ^y. Le torseur JY’y est naturellement muni d’une connexion 

(16.4) V-.^y^¥*[^y,,T) 

compatible avec la connexion sur F*{£^yi /y) definie par descente de Frobenius. Si F est une section 
locale de alors 

V(F): ^ 


(16.5) 
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est le niorphisnie induit par Cp (jl5.1|l . 

La connexion V sur induit une connexion sur Sy dont la p-courbure 

(16.6) Sy ^ Sy®Y*^\r,ij, 

est induite par le morphisme identique de ¥*^ly, (116.11) . 

17 . L’article est organise en deux chapitres, le premier consacre a des preliminaires tech¬ 
niques, le second a la theorie de Hodge p-adique proprement dite. Apres un rappel de diverses 
conventions et notations dans la section o nous definissons dans la section o la notion de 
schema K{tt, 1) (11.2.21) et en etablissons quelques proprietes. La section [L3]porte sur les epaississe- 
ments p-adiques infinitesimaux de Fontaine afin de preciser les structures logarithmiques dont nous 
les munissons (|1.3.5|) . Les cinq sections suivantes sont consacres a etablir divers resultats, pour les- 
quels des references font defaut, de presque-algehre omnipresente dans I’approche de Faltings de la 
theorie de Hodge p-adique. Pour alleger, nous avons choisi dans cet article de substituer au prefixe 
presque le prefixe a suggere par le almost anglais. On reprend dans la section 11.41 le formalisme 
des categories abeliennes localisees dans un cadre legerement plus general que ce qu’on trouve ha- 
bituellement dans la litterature afin de developper la notion de faisceau sur un site a valeurs dans 
une categorie de a-modules (11.4.241) . La section 11.51 aborde I’examen des questions de a-finitude 
pour les modules d’un topos annele, type a-fini, presentation a-finie et a-coherence (11.5.31) . et de 
leurs proprietes usuelles de stabilite. La section [TT51 est consacree a I’etude de ces proprietes pour 
les modules sur des schemas. Nous y introduisons la notion de module a-quasi-coherent (jl.6.21) et 
nous etablissons pour ceux-ci un critere simple pour la presentation a-finie, similaire a celui pour le 
topos ponctuel (i.e., pour les modules usuels) (jl.6.81) . Combine avec un theoreme fondamental de 
Kiehl, nous en deduisons un enonce de a-finitude pour les morphismes propres (11.6.111) . Apres la 
section O constituee de brefs rappels sur les extensions a-etales, on rappelle dans la section [TT51 la 
structure des modules de type a-fini sur un anneau de valuation non-discrete de hauteur 1 (|1.8.8I) . 
On en deduit en caracteristique p une description de certains (^-modules a a-isomorphisme pres 
(ll.8.13|) . Les trois dernieres sections de ce chapitre sont consacrees a diverses questions dans les 
topos intervenant au cours de cet article. Dans les sections [1.9l et [LTUl nous etablissons quelques re¬ 
sultats sur les topos co-evanescents de Deligne qui seront utiles pour les developpements ulterieurs 
de ce travail. Pour clore ces preliminaires, la section [1.111 revient sur le topos de Faltings. 

18 . Le chapitre [2] debute en precisant, dans sa section [2d] notre cadre geometrique, celui 

des morphismes adequats f: {X,^x) {S,^s) de schemas logarithmiques (|2] HI.4.7), et les 

notations relatives au topos de Faltings associe. La donnee d’une carte convenable pour un tel 
morphisme / nous permet dans la section |2]2| de definir et d’etudier les proprietes geometriques de 
la tour de revetements qui lui est associee. Nous utilisons cette derniere en particulier pour ameliorer 
des enonces locaux sur la propriete K{'k^ 1) (|2.2.10|) . Lorsque, de plus, X est afhne, nous rappelons 
dans la section|2)3|renonce du theoreme de presque-purete de Faltings (I2.3.2|) . et nous en deduisons 
des enonces de a-finitude de certains groupes de cohomologie galoisienne (j2.3.10|) . Nous en donnons 
aussi quelques consequences cohomologiques relatives au topos de Faltings (12.3.331 et 12.3.361) . La 
section 12.41 exploite ces resultats locaux et etablit lorsque X est propre sur S la a-finitude de 
certains groupes de cohomologie du topos de Faltings (|2.4.4|) . Nous demontrons ensuite le principal 
theoreme de comparaison de Faltings (12.4.161) en utilisant la suite exacte d’Artin-Schreier (12.4.131) 
pour le “perfectise” de . La courte section 12.51 traite des consequences cohomologiques pour 
le topos de Faltings des proprietes K(t:, 1). La section [2.61 rapoelle les definitions du torseur des 
deformations et de I’algebre de Higgs-Tate relatifs a une deformation logarithmique de X au-dessus 
de Tepaississement infinitesimal universel p-adique de Fontaine ([^ 11.10). Enfin, dans la section 
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EH nous developpons la theorie de Kummer du topos annele de Faltings et nous en deduisons 
grace a I’extension de Higgs-Tate le lien recherche entre les faisceaux de cohomologie RV*(.f^„) et 
les faisceaux des formes differentielles logarithmiques (I2.7.9p . 

19. Cette redaction laisse temporairement en suspens divers pans de la theorie : cohomologie 
a supports compacts, dualite de Poincare, generalisation de la suite spectrale de Hodge-Tate a une 
situation relative, ainsi que les variations de structures de Hodge p-adiques dont la theorie a ete 
tres sommairement esquissee par Hyodo dans le cas affine m- Nous reviendrons a ces questions 
dans une diffusion ulterieure de ce travail. 

Remerciements. Les auteurs tiennent a exprimer toute leur reconnaissance a G. Faltings 
pour I’inspiration constante suscitee par ses travaux. fls remercient egalement chaleureusement T. 
Tsuji pour les differents echanges qu’ils ont pu avoir sur ces questions. Ce travail a beneficie du 
soutien du programme ANR Theorie de Hodge p-adique et Developpements (TheHopadD) ANR- 
ll-BSOl-005. 





CHAPITRE 1 


Preliminaires 


1.1. Notations et conventions 

Tons les anneaux consideres dans cet article possedent un element unite; les homomorphismes 
d’anneaux sont toujours supposes transformer Velement unite en Velement unite. Nous considerons 
surtout des anneaux commutatifs, et lorsque nous parlons d’anneau sans preciser, il est sous- 
entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif; en particulier, il est sous-entendu, lorsque nous 
parlons d’un topos annele (A, A) sans preciser, que A est commutatif. 

On sous-entend par monoide un monoide commutatif et unitaire. Les homomorphismes de 
monoides sont toujours supposes transformer I’element unite en I’element unite. 

1.1.1. Soient A un anneau, p un nombre premier, n un entier > 1. On designe par W(A) 
(resp. W„(A)) I’anneau des vecteurs de Witt (resp. vecteurs de Witt de longueur n) a coefficients 
dans A relatif a p. On a un homomorphisme d’anneaux 

(1.1.1.1) W„(A) ^ ^ A, 

(xi,...,Xn) !-)• +PX 2 H- 

appele n-ieme coniposante fantome. On dispose aussi des morphismes de restriction, de decalage 
et de Frobenius 

(1.1.1.2) R:W„+i(A) ^ W„(A), 

(1.1.1.3) V:W„(A) ^ W„+i(A), 

(1.1.1.4) F:W„+i(A) ^ Wn(A). 

Lorsque A est de caracteristique p, F induit un endomorphisme de Wn(A), encore note F. 

1.1.2. Pour tout anneau i? et tout monoide M, on designe par R[M] la R-algebre de M 
et par e: M —>■ R\M] Phomomorphisme canonique, ou R\M] est considere comme un monoide 
multiplicatif. Pour tout x G M, on notera o’” au lieu de e(x). 

On designe par Am le schema Spec(Z[M]) muni de la structure logarithmique associee a la 
structure pre-logarithmique definie par e: M —>• Z[M] (|^ 11.5.9). Pour tout homomorphisme de 
monoides i?: M —>■ A, on note : A^r —t Am le inorphisnie de schemas logarithmiques associe. 

1.1.3. Dans tout cet article, on fixe un univers U possedant un element de cardinal infini, et 
un univers V tel que U € V. On appelle categorie des U-ensembles et I’on note Ens, la categoric des 
ensembles qui se trouveiit dans U. C’est un U-topos poiictuel que Pon note encore Pt ([^ IV 2.2). 
On designe par Sch la categorie des schemas elements de U. Sauf mention explicite du contraire, 
il sera sous-entendu que les anneaux et les schemas logarithmiques (et en particulier les schemas) 
envisages dans cet article sont elements de Punivers U. 
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1.1.4. Pour une categorie nous notons Ob('^) I’ensemble de ses objets, la categorie 
opposee, et pour X,Y G Ob('^), llom<^(X,Y) (ou Hom(X, F) lorsqu’il n’y a aucune ambiguile) 
I’ensemble des morphisines de X dans Y. 

Si et sont deux categories, nous designons par Hom('^,‘^') I’ensemble des foncteurs de 
dans et par Hom('^,‘^') la categorie des foncteurs de ^ dans 
Soient S' une categorie, “S et deux categories sur S (El VI 2). Nous notons Hom,g>(‘^, 
I’ensemble des (^-foncteurs de ^ dans “S’ et Hom(.art/^('^j “^0 I’ensemble des foncteurs cartesiens 
( [19j VI 5.2). Nous designons par Hom^(‘^,la categorie des ^-foncteurs de ^ dans “S' et par 
Honicart/,?sous-categorie pleine formee des foncteurs cartesiens. 

1.1.5. Soit 'S une categorie. On designe par ‘S la categorie des prefaisceaux de U-ensembles 
sur c’est-a-dire la categorie des foncteurs contravariants sur ’S a valeurs dans Ens ([4] I 1.2). Si 
'S est munie d’une topologie (|5 II 1-1), on designe par ’S le topos des faisceaux de U-ensembles 
sur -r (|4] II 2.1). 

Pour F un objet de "S, on note la categorie suivante ([4] I 3.4.0). Les objets de ‘S/p sont 
les couples formes d’un objet X de ^ et d’un morphisme u de X dans F. Si {X, u) et (Y, v) sont 
deux objets, un morphisme de (X, u) vers (F, v) est un morphisme g: X ^ Y tel que u = v o g. 

1.1.6. Soient S un U-site ([4| II 3.0.2), S le topos des faisceaux de U-ensembles sur X 
un prefaisceau de U-ensembles sur S. On munit la categorie S/x de la topologie induite par la 
topologie de S au moyen du foncteur “source” jx '■ "S/x ([U HI 3.1). D’apres ([4] III 5.2), 3x 
est un foncteur continu et cocontinu. II definit done une suite de trois foncteurs adjoints : 

( 1 . 1 . 6 . 1 ) jx\'- i'S/x) jx-^^i'^/x) ; jx*' i'S/x) 

dans le sens que pour deux foncteurs consecutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite 
de I’autre. Le foncteur jx\ se factorise par la categorie 'S/x’^-, oil X’^ est le faisceau associe a X, 
et le foncteur induit {^ixY ^ S/x^^ est une equivalence de categories (|5 HI 5.4). Le couple de 
foncteurs {jxijx*) definit un morphisme de topos qu’on notera aussi abusivement jx ■ 'S’, 

dit morphisme de localisation de S’ en X^ (cf. [4] IV 5.2). Pour tout objet F de S’, on pose 

( 1 . 1 . 6 . 2 ) F\X’^=j*x{F). 

Supposons, de plus, que les limites projectives finies soient representables dans S et que X soit 
un objet de S. Soit un objet final de S (qui existe par hypothese). On note j^: S ^ 'S/x le 
foncteur de changement de base par le morphisme canonique X ^ Alors, est exact a gauche 
et continu f[4] III 1.6 et 3.3). Comme j*x prolonge ([^ III 5 .4), le morphisme de localisation 
jx '■ “S/x^ “S s’identifie canoniquement au morphisme de topos associe a j^. 

1.1.7. Soient S un U-site, S la categorie des prefaisceaux de U-ensembles sur S, S le topos 
des faisceaux de U-ensembles sur S. On designe par Mon,^ (resp. Mon,j^) la categorie des monoi’des 
(commutatifs et unitaires) de S (resp. S) (cf. I 3.2, resp. II 6.3.1). Les U-limites inductives et 
projectives dans Mon,j^ sont representables et se calculent terme a terme. Les U-limites inductives 
et projectives dans Mon,^ sont representables. Le foncteur d’injection canonique 

(1.1.7.1) i: Mon,^ —^ Mon,g? 
admet un adjoint a gauche 

(1.1.7.2) 


a: Mon.^—>• Mon,j^, M i-A M®', 
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qui est exact a gauche m II 6.4). D’apres ([4] II 6.5), le foncteur “faisceau d’ensembles sous-jacent” 
Mon,^ admet un adjoint a gauche et commute done aux limites projectives. De plus, pour 
tout prefaisceau de monoides M sur , le faisceau d’ensembles sous-jacent a est canoniquement 
isomorphe au faisceau d’ensembles associe au prefaisceau d’ensembles sous-jacent a M. 

On note le monoide unite de ^^ e’est-a-dire le faisceau de monoides associe au prefaisceau 
de monoides sur ^ de valeur 1. C’est un objet initial et final de la categorie Mon,^. On appelle 
conoyau d’uii morphisme u: N M de Mon,^ la somme amalgamee de u et du morphisme 
canonique M 1^. On a un isomorphisme canonique 

(1.1.7.3) coker(M) ^ a(coker(i(u))). 

Si u est un monomorphisme, on appelle coker(it) le quotient de M par N et on le note M/N. 

1.1.8. Pour tout morphisme de topos f'■ Y —>■ X, les foncteurs /* et /* induisent un couple 
de foncteurs adjoints /*: Mon^ —?> Moriy et /*: Mony —>• Morix. Le foncteur f* est exact a 
gauche d’anres fl.!.?! 

1.1.9. Soit {X,A) un U-topos annele ([4] 11.1.1). On note Mod(A) ou Mod(j4,X) la ca¬ 
tegorie des A-modules de X. Si M est un A-module, on designe par Sa{M) (resp. Aa{M), resp. 
r^(M)) I’algebre symetrique (resp. exterieure, resp. a puissances divisees) de M et pour tout entier 
n > 0, par S‘^{M) (resp. X\{M), resp. T^^M)) sa partie homogene de degre n. Les formations de 
ces algebres commutent a la localisation au-dessus d’un objet de X. 

Definition 1.1.10 ([^ I 1.3.1). Soit {X,A) un topos annele. On dit qu’un A-module M de 
X est localement projectif de type fini si les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites : 

(i) M est de type fini et le foncteur J^omA{M, •) est exact; 

(ii) M est de type fini et tout epimorphisme de A-modules N ^ M admet localement une 
section; 

(iii) M est localement facteur direct d’un A-module libre de type fini. 

Lorsque X a sufhsamment de points et que pour tout point ai de X, la fibre de A en x est un 
anneau local, les A-modules localement projectifs de type fini sont les A-modules localement fibres 
de type fini ([^ I 2.15.1). 

1.1.11. Pour tout schema X, on designe par le site etale de X, e’est-a-dire, la sous- 

categorie pleine de Sch/x (11.1.31) formee des schemas etales sur X, munie de la topologie etale; 
c’est un U-site. On note X^t le topos etale de X, e’est-a-dire le topos des faiseeaux de U-ensembles 
sur Et/x- 

On designe par Etcoh/v la sous-categorie pleine de Et/x formee des schemas etales de pre¬ 
sentation finie sur X, munie de la topologie induite par celle de Et/x ; c’est un site U-petit. Si X 
est quasi-separe, le foncteur de restriction de Xet dans le topos des faiseeaux de U-ensembles sur 
Etcoh/v est une equivalence de categories ([4] VII 3.1 et 3.2). 

On designe par Etf/x la sous-categorie pleine de Et/x formee des schemas etales finis sur X, 
munie de la topologie induite par celle de Et/x j c’est un site U-petit. On appelle topos fini etale 
de X et on note Xf^t, le topos des faiseeaux de U-ensembles sur Etf/x (cf- [2] VI.9.2). L’injection 
canonique Etf/x —^ Et/x induit un morphisme de topos 

( 1 . 1 . 11 . 1 ) 


PX '■ Vet Vf et. 
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1.1.12. Soit X un schema. On designs par Xzar le topos de Zariski de X et par 

( 1 . 1 . 12 . 1 ) ux-.Xst^X,^, 

le morphisme canonique ([4] VII 4.2.2). Si F est uii ^x-module quasi-cohereiit de X^ai, on designs 
par l{F) le faisceau de X^t defini pour tout V-schema etale U par ([^ VII 2 c)) 

( 1 . 1 . 12 . 2 ) ^{F)iU) = riU,F^ff^ ffu)- 

II est commode, lorsqu’il n’y aucune risque de confusion, de designer l{F) abusivement par F. On 
notera que i{^x) ost un anneau de et que i{F) est un 6(^x)“iiiodule. 

Notant Mod'^“*'(i^x, Xzar) la sous-categoriepleine de Mod(i^x, X^ar) formee des i^x-modules 
quasi-coherents (II. 1. 91) . la correspondance F i—>• i{F) definit un foncteur 

(1.1.12.3) L-. Mod'l“‘'(^x,Xzar) ^ Mod(^x,Xet). 

Pour tout ^x-iRodule quasi-coherent F de X^arj on a un isomorphisms canonique 

(1.1.12.4) F^uxMF))- 

Nous considerons done ux comme un morphisme de topos anneles 

(1.1.12.5) ux : (Xet, ffx) ^ (Xzar, ^x)- 

Nous utilisons pour les modules la notation u'j} pour designer I’image inverse au sens des faisceaux 
abeliens et nous reservons la notation u*x pour I’image inverse au sens des modules. L’isomorphisme 
(11.1. 12. 4[) induit par adjonction un morphisme 

(1.1.12.6) Ux{F) i{F). 

Celui-ci est un isomorphisms. En effet, pour tout point geometrique x de X, on a un isomorphisme 
canonique 

(1.1.12.7) i{F)j;^\^T{U,F®e^0u), 

ou la limits est prise sur les voisinages de x dans Et jx (on pent evidemmeiit se limiter au voisinages 
affines au-dessus d’un ouvert affine de X contenant I’image x de x). Notant X' le localise strict de 
X en X, on en deduit, d’apres f |26| 8.5.2(i)), un isomorphisme canonique 

( 1 . 1 . 12 . 8 ) i{F)^^T{X',F®e^ffx'). 

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique 

(1.1.12.9) u*x{F)^ 4 F, i{ffxh- 

La fibre du morphisme (11.1.12.61) en x s’identifie au morphisme canonique 

(1.1.12.10) F^(i)e^^^T{X' ,ffx’) ^T{X' ,F ^x'), 

qui est un isomorphisme. Par suite, (jl. 1.12. 61) est un isomorphisme. On en deduit que l est un 
adjoint a gauche du foncteur ux*- La fleche d’adjonction id ux* o i est un isomorphisme d’apres 
(11.1. 12. 4|) . En particulier, l est pleiiiement fidele. 

Soient /: X' —>■ X un morphisme, F un ^x -module quasi-coherent. Pour tout ^x /-module 
quasi-coherent G, on note t'{G) le ^x'-niodule associe de Xi^.. II existe un morphisme canonique 
fonctoriel 

(1.1.12.11) ,(F)^/,(t'(r(F))). 

Le morphisme / induit done un morphisme de topos anneles que Ton note encore 

(1.1.12.12) /: {Xi,,^x') ^ (Xet,^x). 
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Nous utilisons pour les modules la notation f~^ pour designer I’image inverse au sens des faisceaux 
abeliens et nous reservons la notation /* pour I’image inverse au sens des modules. 

Compte tenu de (II. 1.12. 81) . le morphisme (11.1.12.111) induit par adjonction un isomorphisme 

(1.1.12.13) f^,^F))^,'{nF)). 

1.1.13. Soient X un schema connexe, x un point geometrique de X. On designe par 

(1.1.13.1) - ^^f/x —t Ens 

le foncteur fibre en x, qui a tout revetement etale Y de X associe I’ensemble des points geometriques 
de Y au-dessus de x, par tti{X,x) le groupe fondamental de X en x (c’est-a-dire le groupe des 
automorphismes du foncteur w^) et par le topos classifiant du groupe profini 7ri(X, x), 

c’est-a-dire la categorie des U-ensembles discrets munis d’une action continue a gauche de tti{X,x) 
f[4] IV 2.7). Alors uj^ induit un foncteur pleinement fidele 

(1.1.13.2) pA : Etf/jf 

d’image essentielle la sous-categorie pleine de formee des ensembles finis (' |19| V § 4 et 

§ 7). Soit [Xi)i^i un systeme projectif sur un ensemble ordonne filtrant / dans Etf/^ qui pro- 
represente uXx, normalise par le fait que les niorphisnies de transition Xi —>■ Xj {i > j) sont des 
epimorphismes et que tout epimorphisme Xi —>■ X' de Etf^x 6st equivalent a un epimorphisme 
Xi —>■ Xj (j < i) convenable. Un tel pro-objet est essentiellement unique. II est appele le revetement 
universel normalise de X enx ou le pro-objet fondamental normalise de Etf/x en x. On notera 
que I’ensemble I est U-petit. Le foncteur 

(1.1.13.3) Xfet ^'B^^f^x,x)} Fi-^limF(Xi) 

i€l 

est une equivalence de categories qui prolonge le foncteur pA (cf. VI.9.8). On I’appelle le foncteur 

fibre de Vf^t en x. 


1.2. Schemas Ar(7r, 1) 

Proposition 1.2.1. Soient X un schema coherent, n’ayant qu’un nombre fini de composantes 
connexes, P un ensemble de nombres premiers, px '■ X^t —^ Vfet le morphisme canonique (11.1.11.11) . 
Alors, les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) pour tout faisceau abelien de ¥-torsion F de Xf^t ([4] IX 1.1), le morphisme d’adjonction 
F —5> Iipx*iPxP) ™ isomorphisme; 

(ii) pour tout faisceau abelien de F-torsion, localement constant et constructible F de X^t et 
tout entier i >1, R*px*(E) = 0 ; 

(iii) pour tout entier n dont les diviseurs premiers appartiennent a P, tout (X/nh)-module 

localement constant et constructible F de tout entier i > 1, R*px*(A') =0; 

(iv) pour tout faisceau abelien de F-torsion, localement constant et constructible F de 
tout entier i > 1 et tout f € H*(X, F), il existe un revetement etale surjectif X' —>■ X tel que 
I’image canonique de f dans H*(X',E) soit nulle; 

(v) pour tout revetement etale Y —^ X, tout faisceau abelien de F-torsion, localement constant 
et constructible F de Y^t, tout entier i >let tout f G W{Y,F), il existe un revetement etale 
surjectif Y' —^ Y tel que I’image canonique de ^ dans H®(V',E) soit nulle; 

(vi) pour tout entier n dont les diviseurs premiers appartiennent a P, tout (Z/nh)-module 
localement constant et constructible F de Xet, tout entier i > 1 et tout f G W{X,F), il 








22 


1. PRELIMINAIRES 


existe un revitement etale surjectif X' X tel que I’image canonique de ^ dans W{X'^F) 
soit nulle. 

En effet, le morphisme d’adjonction id —>■ px*p*x 6st un isomorphisme d’apres ([^ VI.9.18). 
Les conditions (i) et (ii) sont done equivalentes en vertu de ([2] VI.9.12, VI.9.14 et VI.9.20) et 
I [4] VI 5.1). L’equivalence des conditions (ii) et (iii) est aussi une consequence de ([^ VI.9.12 et 
VI.9.14) et ([1] VI 5.1). 

Pour tout faisceau abelien G de Vet et tout entier i > 0, le faisceau R*px*(G) est le faisceau 
de Vf4t associe au prefaisceau qui a tout Y G Ob(Etf/x) associe le groupe H*(V, G) (|4] V 5.1). 
On a done (iii)=^(iv) et (v)=>(iii). 

Montrons (iv)=>(v). Supposons la condition (iv) satisfaite. Soient f:Y —>■ V un revetement 
etale, F un faisceau abelien de P-torsion localement constant constructible de Vet, i un entier > 1, 
^ G H®(V,F). D’apres ([4] V 5.3, VIII 5.5 et XVI 2.2), f*{F) est un faisceau abelien de P-torsion 
localement constant constructible de V^t, et le morphisme canonique 

(1.2.1.1) ff(V,/*(F)) ^ff(V,F) 

est un isomorphisme. Notons C I’image inverse de D’apres (iv), il existe un revetement etale 
surjectif g: X' X tel que I’image canonique de ( dans H*(V',/*(F)) soit nulle. Posons V' = 
V Xx V' et notons f: Y' ^ X' la projection canonique. On a un diagramme commutatif 

(1.2.1.2) H*(V,/*(F))- - -^H*(V,F) 

W{X', U{F)) H‘(V', /:(F|r)) ff (V', F) 

ou les fleches verticales sont les morphismes canoiiiques, les morphismes u et u' sont induits par 
la suite spectrale de Cartan-Leray et le morphisme v est induit par le morphisme de changement 
de base /*(F)|V' —/*(F|V'). On en deduit que I’image canonique de ^ dans W{Y',F) est nulle; 
d’ou la condition (v). 

Enfin, les conditions (iv) et (vi) sont equivalentes en vertu de ([^ VI 5.2). 

Definition 1.2.2. Soient X un schema coherent, n’ayant qu’uii nombre fini de composantes 
connexes, P un ensemble de nombres premiers. On dit que X est un schema V(7r, 1) pour les 
faisceaux abeliens de 'F-torsion ([4] IX 1.1) si les conditions equivalentes de 11.2.11 sont remplies. 
Si P est I’ensemble des nombres premiers inversibles dans ^x, on dit simplement que X est un 
schema K{Tr, 1). 

Remarque 1.2.3. Soient X un schema, F un faisceau abelien de torsion, localement constant 
et constructible de Vet. Par desceiite 1 |19| VIII 2.1, |26| 2.7.1 et 17.7.3), F est representable par 
un schema en groupes etale et fiiii G au-dessus de V. Le groupe H^(V, F) classifie alors les G- 
fibres principaux homogenes au-dessus de V (|5 VII 2 a)). Par descente, tout G-fibre principal 
homogene au-dessus de V est un revetement etale de V. Par suite, pour tout ^ G H^(V, F), il 
existe un revetement etale surjectif V' —>■ V tel que I’image canonique de ^ dans H^(V',F) soit 
nulle. Notant px '■ Vet Vfet le morphisme canonique (11.1. 11. IL on en deduit que R^px*(E) = 0 
1[4] V 5.1). Il en resulte, par la suite spectrale de Cartan-Leray, que le morphisme canonique 

Rl (Vfet, PX* (^) ) (Vet, F) 


(1.2.3.1) 

est un isomorphisme. 
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Supposons, de plus, que X soit coherent et qu’il n’ait qu’un nombre fini de composantes 
connexes. Pour tout faisceau abelien de torsion G de Xf^t, le morphisme d’adjonction G —> 
Px*iPxG) est nil isomorphisme d’apres ([^ VI.9.18). On en deduit que le morphisme canonique 

(1.2.3.2) 

est un isomorphisme. 

Lemme 1.2.4. Soient X un schema coherent et etale localement connexe ([^ VI.9.7), f:Y^X 
un revetement etale, P un ensemble de nombres premiers. Alors, 

(i) Si X est un schema K(n, 1) pour les faisceaux aheliens de ¥-torsion, il en est de meme de 
Y. 

(ii) Supposons / surjectif. Pour que X soit un schema K{'k, 1) pour les faisceaux abeliens de 
¥-torsion, il faut et il suffit qu’il en soit de meme de Y. 

Cela resulte aussitot de ll. 2. 11 

Proposition 1.2.5. Soient I une categoric filtrante et essentiellement \]-petite (m I 8.1.8), 
ip: 1° ^ Sch (11.1.31) un foncteur qui transforme les objets de I en des schemas coherents n’ayant 
qu ’un nombre fini de composantes connexes, et les morphismes de I en des morphismes affines, X 
la limite projective de ip 1 |26| 8.2.3), P un ensemble de nombres premiers. Supposons que X soit 
coherent et qu’il n’ait qu’un nombre fini de composantes connexes. Alors, 

(i) Si pour tout i G Ob(/), Xi est un schema K(tt, 1) pour les faisceaux abeliens de ¥-torsion, 
il en est de meme de X. 

(ii) Supposons que ip transforme les morphismes de I en des revetements etales surjectifs. 
Alors, pour que X soit un schema K{tt, 1) pour les faisceaux abeliens de ¥-torsion, il faut et 
il suffit qu’il en soit de meme de Xi pour tout i G Ob(/), et il sufft qu’il en soit de mime 
de Xi pour un seul ohjet i de I. 

(i) En effet, soit F un faisceau abelien de P-torsion, localement constant et constructible de 
Vet. Par descente, F est representable par un schema en groupes abelien fini et etale au-dessus 
de X. D’apres ( \26\ 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), il existe l G Ob(/) et un faisceau abelien de P- 
torsion localement constant constructible PI de V^et tels que F soit I’image inverse de PI. Quitte 
a remplacer 1° par P°^, on pent supposer que t est un objet initial de P. Pour tout i G Ob(P), on 
note Fi I’image inverse canonique de sur Xi. En vertu de ([^ VII 5.8), pour tout entier q > 0, 
on a un isomorphisme canonique 

(1.2.5.1) H«(V,F) ^ lim H«(Vi,Fi). 

Tet 

La proposition s’ensuit aussitot. 

(ii) Supposons que X soit un schema pour les faisceaux abeliens de P-torsion. Soit 

L G Ob(P), F,^ un faisceau abelien de P-torsion, localement constant et constructible de et- Quitte 
a remplacer 1° par P°^, on pent supposer que i est un objet initial de P. Pour tout i G Ob(P), on 
note Fi (resp. F) I’image inverse canonique de PI sur Xi (resp. X). Soient n > 1, ^ G H"(Vt,Pj. 
Par hypotheses, il existe un revetement etale surjectif X' ^ X tel que I’image canonique de ^ 
dans H"’(V',P) soit nulle. D’apres (' |26| 8.8.2, 8.10.5, 17.7.8 et 8.3.11), il existe un * G Ob(P), un 
revetement etale surjectif V' —>■ Xi et un V-isomorphisme V' Xx, X Sf X'. Par un isomorphisme 
analogue a (11.2.5.11) . on voit qu’il existe un morphisme i —> j de P tel que I’image canonique de 
f dans H"(V' Xx^ Xj,Fj) soit nulle. Comme le morphisme Xj —>• est un revetement etale 

surjectif, on en deduit que est K{'k, 1) pour les faisceaux abeliens de P-torsion. La proposition 
s’ensuit compte tenu de (i) et ll.2.4l iil. 
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COROLLAIRE 1.2.6. Soient K un corps, L une extension algebrique de K, X un K-schema de 
type-fini, P un ensemble de nombres premiers. Alors, pour que X soit K(Tr,l) pour les faisceaux 
abeliens de V-torsion, il faut et il sujfit qu’il en soit de meme de X (g)K L. 

Quitte a remplacer L par la cloture separable de K dans L VIII 1.1), on pent supposer L 
separable sur K. La proposition resulte alors de ll.2.4l ii') et ll.2.5l iiL 

Proposition 1.2.7. Soient X un schema, X° un ouvert de X, x un point geometrique de 
X, X' le localise strict de X enx,¥ un ensemble de nombres premiers. Pour tout X-schema Y, 
posons Y° = Y 'KxX°. Supposons que le schema X'° soit coherent et qu’il n’ait qu’un nombre fini 
de composantes connexes. Alors, les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) Le schema X'° est K{tt, 1) pour les faisceaux abeliens de ¥-torsion. 

(ii) Pour tout X-schema etale x-pointe Y, tout faisceau abelien de ¥-torsion, localement cons¬ 
tant et constructible de 17°) tout entier q > 1 et tout f S H'^(V°, il existe un Y-schema 
etale x-pointe U et un revetement etale surjectifV —>■ U° tel que I’image canonique de ^ dans 

soit nulle. 

On pent supposer X affine. On designe par la categoric des V-schemas affines etales et 
af-pointes. C’est une categoric filtrante essentiellement U-petite ([4] IV 6.8.2). D’apres ( |26] 8.2.3), 
X'° est la limite projective du foncteur 

(1.2.7.1) Y^Y°. 

Supposons d’abord la condition (ii) satisfaite. Soient F un faisceau abelien de P-torsion localement 
constant constructible de Vl°, q un entier > 1, ^ € W‘{X'°, F). Montrons qu’il existe un revetement 
etale surjectif W —>■ X'° tel que I’image canonique de ^ dans LY{W, F) soit nulle. Par descente, F 
est representable par un schema en groupes abeliens fini et etale au-dessus de X'°. D’apres ([26] 
8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), quitte a remplacer X par un objet de 23^, on pent supposer qu’il existe un 
faisceau abelien de torsion localement constant constructible ^ de X?^ tel que F soit isomorphe a 
I’image inverse de En vertu de (|5 VII 5.8), on a un isomorphisme canonique 

(1.2.7.2) H«(X'°,P) TV lim H'?(r°,^). 

Il existe done un objet Y de tel que f soit I’image canonique d’une classe ( € H‘^(V°,^). 
D’apres (ii), il existe un morphisme U ^ Y de 23^ et un revetement etale surjectif V ^ U° tels 
que I’image canonique de C, dans H‘?(V, ^) soit nulle. Le revetement etale surjectif V XuoX'° —>• X'° 
repond alors a la question; d’ou la condition (i). 

Inversement, supposons la condition (i) satisfaite. Soient ^ un faisceau abelien de P-torsion, 
localement constant et constructible de X?^, q un entier > 1, ^ G H'^(V°,=^). D’apres (i), il 
existe un revetement etale surjectif V —>■ X'° tel que I’image canonique de ^ dans II'J(V,^|V'°) 
soit nulle. D’apres 1 |26| 8.8.2, 8.10.5 et 17.7.8), il existe un objet Y de 2J^, un revetement etale 
surjectif W ^ Y° et un V'°-isomorphisme V ^ W Xyo X'°. En vertu de (|4| VII 5.8), on a un 
isomorphisme canonique 

(1.2.7.3) H«(V,^|V'°) TV lim H‘?(IV xyo [7°,^). 

t/e(o£.)yy, 

Il existe done un morphisme U —)■ Y de 23^ tel que I’image canonique de ^ dans LYiW Xy° U° 
soit nulle; d’ou la condition (ii). 
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Definition 1.2.8 m XI 3.1, |35j 1.3.1). On appelle courbe elementaire un morphisme de 
schemas f: X ^ S qui s’insere dans un diagramme commutatif 


(1.2.8.1) X X 



satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) / est une courbe relative projective et lisse, a fibres geometriquement irreductibles; 

(ii) j est une immersion ouverte, i est une immersion fermee, et X est I’ouvert complementaire 
de i{Y) dans X ; 

(iii) g est un revetement etale surjectif. 

On dit alors aussi que X est une courbe elementaire au-dessus de S. 

Definition 1.2.9 (|4] XI 3.2, |35| 1.3.2). On appelle polycourbe elementaire un morphisme de 
schemas f: X ^ S qui admet une factorisation en courbes elementaires. On dit alors aussi que X 
est une polycourbe elementaire au-dessus de S. 

Proposition 1.2.10 ([^ XI 3.3). Soient k un corps algebriquement clos, X un k-schema lisse, 
X € X{k). Alors, il existe un ouvert de Zariski de X contenant x qui est une polycourbe elementaire 
au-dessus de Spec(fc). 

Lemme 1.2.11 (d’Abhyankar). Soient f: X ^ S un morphisme lisse de schemas localement 
noetheriens, D un diviseur a croisements normaux sur X relativement a S 1 (19| XIII 2.1), U 
I’ouvert complementaire de D dans X, U' un revetement etale surjectif de U, moderement ramifie 
au-dessus de X. On note X' la cloture integrate de X dans U' et D' le sous-schema ferme reduit 
de X' de meme support que D Xx X'. Alors, X' est lisse sur S, D' est un diviseur a croisements 
normaux sur X' relativement a S, et le morphisme canonique D' ^ D est un revetement etale 
surjectif. 

Cela resulte de l |19j XIII 5.5). 

Proposition 1.2.12. Soient S un Q-schema noetherien, regulier et K{Tr,l), f: X ^ S une 
courbe elementaire. Alors, X est un schema K{tt, 1). 

On notera d’abord que X est coherent et n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. 
Considerons un diagramme commutatif 

(1.2.12.1) X ^-^X ^J—Y 


S 

verifiant les conditions de 11.2.81 Soient F un faisceau abelien de torsion, localement constant et 
constructible sur AT, n un entier > 1, ^ € 1Y'{X,F). Montrons qu’il existe un revetement etale 
surjectif X' ^ X tel que I’image canonique de f dans H"(A'',F) soit nulle. On peut se bonier 
au cas ou n > 2 (ll.2.3|) . II existe un revetement etale surjectif Z —>■ X tel que F\Z soit constant. 
D’apres 11 .2.101 le morphisme Z —>■ S induit par / est une courbe elementaire. On peut done se 
borner au cas ou F est constant, de valeur un groupe cyclique fini A. 
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En vertu du theoreme de purete ([ 29 ] XVI 3.1.1), on a un isomorphisme canonique 
A>^(—1)[—2]. Le triangle distingue de localisation induit alors un triangle de D+(Vet, A) 

+ 1 , 


( 1 . 2 . 12 . 2 ) 


A- 


X 


Rj*(Ax) —> **(Ay)(—1)[—1] 


et par suite, g etant fini, un triangle de D+ (5'et, A) 


(1.2.12.3) 


R/,(Ay) ^ RMAx) g4Ay)(-l)[-l] 


+ 1 , 


Montrons que le morphisme induit 

(1.2.12.4) 54Ay)(-l)^R7,(A^) 

est surjectif. En effet, la formation de ce morphisme commute a tout changement de base S' ^ S, 
d’apres 1 | 29 | XVI 2.3.2). On pent done se reduire au cas oti S est le spectre d’un corps algebri- 
quement clos et ou Y est un point ferme de V. La classe de cycle definie par Y engendre alors 
H^(V, A(l)) (13 Cycle 2.1.5); d’ou I’assertion. 

II resulte de ce qui precede qu’on a un isomorphisme canonique /*(Ay) A) /^(Ax) et une suite 
exacte canonique 

(1.2.12.5) 0 ^ R7*(Ay) ^ RV*(Ax) ^ 5*(Ar)(-l) ^ R'7*(Ay) ^ 0, 

et que R'^/*(Ax) = 0 pour tout q > 2. Comme f et g sont propres et lisses, pour tout g > 0, 
R'^/*(Ax) est localement constant constructible (|4] XVI 2.2 et IX 2.1). 

Considerons la suite spectrale de Cartan-Leray 

(1.2.12.6) = R^{S,R^MAx)) ^ H“+''(X, Ax), 

et notons (Eg)o< 5 <n la filtration aboutissement sur H"(X, Ax) (on rappelle que n> 2). Comme 
on a E^~‘> = E ]^pour tout 0 < q < n, on en deduit une suite exacte canonique 

(1.2.12.7) H”(5,/4Ax)) 4H"(V,Ax) 4H'^-1(,S,RV4Ax)) ^H"+i(,S,/*(Ax)). 


Celle-ci est compatible a tout changement de base S' ^ S dans un sens evident que nous n’ex- 
plicitons pas. Comme le schema S est il existe un revetement etale surjectif S' ^ S 

tel que I’image canonique de v{^) dans H"“^(S", R^/*(Ax)) soit nulle. On peut done supposer 
qu’il existe ( G H”(S',/*(Ax)) tel que ^ = v{(). De meme, il existe un revetement etale surjectif 
S" —>■ S tel que I’image canonique de ( dans H"(5'",/*(Ax)) soit nulle. L’image canonique de ^ 
dans H"(V Xg S",Ax) est done nulle; d’ou I’assertion recherchee. 


COROLLAIRE 1.2.13. Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique 0, X un schema 
lisse sur k, x € X. Alors, il existe un ouvert U de X contenant x, qui est un schema K{tt, 1). 

En effet, quitte a remplacer x par une specialisation, on peut se reduire au cas on x G X{k). 
La proposition resulte alors de 11.2.101 et 11.2.121 

Lemme 1.2.14. Soient S un schema noetherien regulier, d un entier > 1, /: V —>■ Ag un 
morphisme lisse d’un schema X dans I’espace affine de dimension d au-dessus de S. Notons g 
I’ouvert de Ag ou les coordonnees ne s’annulent pas, U = g) et j: U -G X I’injection 

canonique. Soient n un entier > 1 inversible dans ffg, A = 'Ljn'L, E un faisceau de A-modules 
localement constant et constructible de Vet. Notons tt : Ag —^ Ag le morphisme defini par I’elevation 
a la puissance n-ieme des coordonnees de Ag, X' le changement de base de X par tt, w. X' -G X 
la projection canonique, U' = zu~^{U), j': U' —>■ X' I’injection canonique et F' = w*{F). Alors, 
pour tout entier q > 1, le morphisme de changement de base 

(1.2.14.1) w*{R'^MfF)) -G R'^j'ArF') 
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est nul. 


En effet, la question etant locale pour la topologie etale de X' et done aussi pour celle de X, on 
pent se borner au cas ou F est constant de valeur A. Notons {Aa)i<a<d les axes de coordonnees de 
Ag et pour tout 1 < a < d, posons Da = X x^d Aa et notons ia : Da —t X I’injection canonique. 
En vertu de f [29j XVI 3.1.4), on a un isomorphisme canonique 

(1.2.14.2) R^j*(A[/) ©i<ct<d ia*(A_D^(—1)). 

De plus, pour tout entier g > 1, le morphisme 

(1.2.14.3) A« (Rij*(A[;)) ^ R«j4A[/) 

defini par cup-produit est un isomorphisme. De meme, considerons X' comme un A^-schema lisse 
via la projection canonique /': V' —>■ A^ et pour tout 1 < a < d, posons D'a = X' Aa et 
notons i'a '■ D'a X' I’injection canonique. On a alors des isomorphismes canoniques 

(1.2.14.4) R^j:(Ac/0 4 ©i<a<dC(A73i(-l)), 

(1.2.14.5) ^ R^j:(Aj/0. 

Pour tout 1 < a < d, D'a s’identifie canoniquement au sous-schema reduit de X' sous-jacent a 
Da Xx X'. De plus, on a w*{Da) = nD'a en tant que diviseurs de Cartier. II resulte de f |29) XVI 
3.4.8) que le diagramme 


(1.2.14.6) 


tA7*(Rlj*(A(7)) > ©l<a<d 7t7*(iQ,*(A£)^(-l))) 



R^j*(A(7') --^©l<0!<d *a*(A_D^(-l)) 


OU A est le morphisme de changement de base et 7 est induit pour chaque 1 < a < d par n fois le 
morphisme de changement de base, est commutatif. La proposition s’ensuit puisque 7 est nul. 

Lemme 1.2.15. Soient f:Y^ X, g: Y' ^ Y deux morphismes de schemas tels que f soit 
fini et que g soit etale, x un point geometrique de X tels que le morphisme 

(1.2.15.1) Y' 0x K'ix) —>■ Y 0x k(x) 

induit par g soit surjectif. Alors, il existe un X-schema etale x-pointe X' et un Y-morphisme 
Y Xx X' ^Y'. 


II suflit de montrer que si X est le spectre d’un anneau local strictement henselien de point 
ferme x, alors g admet une section ([26] 8.8.2(i)). On a un X-isomorphisme Y ~ IIi 7 GV®xK(^)R(y)’ 
ou Y(y) est le localise strict de Y en le point geometrique y. On pent evidemment se reduire au 
cas ou Y est connexe et non vide. Done Y est isomorphe au spectre d’un anneau local strictement 
henselien. D’apres (ll.2.15.ip et f [26j 18.5.11), Y' est la somme de deux schemas, dont I’nii est 
isomorphe a Y ; d’ou la proposition. 

Proposition 1.2.16 m 8 . 1 ). Soient S un Q-schema noetherien regulier, X un S-schema 
lisse, D un diviseur a croisements normaux sur X relativement a S 1 |19| XIII 2.1), U I’ouvert 
complementaire de D dans X, x un point geometrique de X, F un faisceau ahelien de torsion, 
localement constant et constructible sur U, q un entier > 1, ^ G H‘?(C/, E). Alors, il existe un 
X-schema etale x-pointe Y, et posant V = U XxY, un revetement etale surjectif V' —> V tels que 
I’image canonique de ^ dans YY{V', F) soit nulle. 
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On notera d’abord que I’assertion est immediate si x est a support dans U, auquel cas on pent 
prendre Y = V = V ([4] V 3.1). On peut done se borner an cas on x est a support dans D. 
Soient U' ^ U un revetement etale surjectif tel que le faisceau F\U' soit constant, X' la fermeture 
integrale de X dans U'. En vertu de II. 2. Ill X' est lisse sur S, et U' est le complementaire dans 
X' d’un diviseur a croisements normaux sur X' relativement a S. Supposons que la proposition 
soit demontree pour (X', U', F\U') et pour tout point geometrique de X' au-dessus de x. II existe 
done un morphisme etale X" — 5 > X' tel que le morphisme 

(1.2.16.1) X" ®x k{x) ^ X'®x n{x) 

soit surjectif, et posant U” = X" Xx U, un revetement etale surjectif W —)• U” tel que I’image 
canonique de ^ dans F) soit nulle. D’apres fl.2.15l il existe un X-schema etale x-pointe Y et 

un X'-morphisme X' XxY —)> X". Posons V = Y Xx U et considerons le diagramme commutatif 
a carres cartesiens 


(1.2.16.2) - W xu» (U' xuV) 


U" ^- U' xuV - - -^ V 


X" ^ -X' Xx Y -^ Y 

Le couple forme de Y et du revetement etale surjectif u o v repond alors a la question. On peut 
done se borner au cas ou F est constant de valeur IjuiL et n est un entier > 1. 

La question etant locale pour la topologie etale sur X, on peut supposer qu’il existe un entier 
d > 1 et un morphisme lisse /: X —>■ tels que D soit I’image inverse du diviseur des coordonnees 
de Ag. Notons j: U ^ X I’injection canonique et considerons le morphisme compose 

(1.2.16.3) H«(17,F) ^ H°(X,R«j,F) ^ (R«j*F)^, 

ou la premiere fleche est induite par la suite spectrale de Cartan-Leray et la seconde fleche est 
le morphisme canonique. Notons tt: A| —>■ A| le morphisme defini par I’elevation a la puissance 
n-ieme des coordonnees de Ag, X' le changement de base de X par tt, ro: X' —>■ X la projection 
canonique, U' = F' = F\U' et j': U' X' I’injection canonique. II resulte de ([4] VIII 

5.5) et de la fonctorialite de la suite spectrale de Cartan-Leray que le diagramme 


(1.2.16.4) 


H9(t/,F) 


W{U',F') 




' ^x'^ lX' j )a 


OU les fleches horizontales sont les morphismes composes (11.2.16.31) . A est induit par zu* et 7 est 
induit par le morphisme de changement de base (II. 2.14. Ill , est commutatif. En vertu de 11.2.141 7 
est nul. II existe done un morphisme etale X" — 5 > X' tel que le morphisme 

(1.2.16.5) X" ®x k{x) ^ X' ®x n{x) 

soit surjectif, et posant U" = X" Xx U, I’image canonique de ^ dans W{U",F) soit nulle ([J V 
5.1(1) et IV (6.8.4)). D’aures [1.2.151 il existe un X-schema etale x-pointe Y et un X'-morphisme 
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X' XxY —>■ X". Posons V = Y Xx U et considerons le diagramme commutatif a carres cartesiens 
(1.2.16.6) U" ^ - U' XuV —^V 


X" ^- X' Xx Y -^ Y 

Le couple forme de Y et du revetement etale surjectif w repond alors a la question. 

COROLLAIRE 1.2.17. Soient k un corps algebriquement clos de caracteristique 0, X 
lisse sur k, D un diviseur d croisements normaux sur X, X° I’ouvert complementaire 
X, X un point geometrique de X, X' le localise strict de X en x. Alors, X' Xx X° est 
K{7T,1). 

Cela resulte de 11.2.71 et ll.2.16l Duisaue X' Xx X° est noetherien et integre. 

1.2.18. Soient V un anneau de valuation discrete, S = Spec(y), s (resp. r], resp. p) le point 
ferme (resp. le point generique, resp. un point geometrique generique) de S. On suppose que le corps 
des fractions de V est de caracteristique 0, et que son corps residuel est parfait de caracteristique 
p > 0. On munit S de la structure logarithmique definie par son point ferme, autrement dit, 
O ffs, oil m: t] ^ S est I’injection canonique. On renvoie a ([2] II.5) pour un lexique 
de geometrie logarithmique. 

Proposition 1.2.19 m 6.1). Conservons les hypotheses de 11.2.181 soient de plus (X,^x) 
un schema logarithmique fin, f: (X,^x) {S,^s) morphisme lisse tel que le schema usuel 

X,j soit lisse sur rj, x un point geometrique de X . Alors, il existe un voisinage etale U dex dans 
X tel que t/^ soit un schema K{tt, 1). 

COROLLAIRE 1.2.20 m 9.5). Conservons les hypotheses de 11.2.181 supposons de plus que S 
soit strictement local. Soient (X,.jSfx) un schema logarithmique fin, f: {X,.Jfx) {S,.y£s) un 
morphisme lisse tel que X^^ soit lisse sur t], x un point geometrique de X au-dessus de s, X' le 
localise strict de X en x. Alors, X^ est un schema K{'k,1). 

Montrons d’abord que le schema XL n’a qu’un nombre lini de composantes connexes. Soit ^ un 
nombre premier different de p. D’apres (0 Th. finitude 3.2), le F^-espace vectoriel H°(XL, F^) est 
de dimension finie. II s’ensuit que I’ensemble €. des sous-schemas ouverts et fermes de XL est fini 
1[4] VIII 6.1). Pour tout point z de XL, notons Uz I’intersection de tons les sous-schemas ouverts 
et fermes de XL contenant z. Comme £ est fini, Uz est ouvert et ferme dans XL, autrement dit, 
c’est un objet de €. Par suite, Uz est connexe, et est done egal a la composante connexe de XL 
contenant z. On en deduit que XL n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. La proposition 
resulte alors de 11.2.71 et 11.2.191 

Remarque 1.2.21. On etablira dans l2.2.10l l’enonce le plus general de (|3] 9.5). 

1.3. Epaississements infinitesimaux p-adiques de Fontaine 

1.3.1. Dans cette section, p designe un nombre premier. Commenqons par rappeler la cons¬ 
truction suivante due a Grothendieck ( |22| IV 3.3). Soient A une Z(p)-algebre, n entier > I. 
L’homomorphisme d’anneaux (II. 1.1. II) 

(1.3.1.1) $„+i: W„+i(A/p"A) ^ A^/p^A 

(xi,... ,a;„+i) !->• xf +px^ H-|-p"-x„+i 


un schema 
de D dans 
un schema 
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s’annule sur V”(A/p"A) et induit done par passage au quotient un honiomorphisme d’anneaux 

(1.3.1.2) WMp^A) ^ ^ 

(a;i,...,x„) i-A x{ +px2 H- \-p'^~^xP. 

Ce dernier s’annule sur 

(1.3.1.3) Wn{pA/p^A) = kei{Wn{A/p^A) ^ Wn{A/pA)) 
et se factorise a son tour en un homomorphisme d’anneaux 

(1.3.1.4) On-. Wn{A/pA) ^ A/p^A. 

II resulte aussitot de la definition que le diagramme 

(1.3.1.5) Wn+i{A/pA) Ajp^+^A 

RE 

Wn{A/pA) > A/p^A 

ou R est le morphisme de restriction (|1.1.1.2|1 . F est le Frobenius (|1.1.1.4I) et la fleche non libellee 
est I’homomorphisme canonique, est commutatif. 

Pour tout homomorphisme de Z(p)-algebres commutatives ip: A ^ B,\e diagramme 

(1.3.1.6) W„iA/pA) -^ Wn{B/pB) 

Sn Sr, 

A/p^A -s- Bjp^B 

ou les fleches horizontales sont les morphismes induits par (p, est commutatif. 

1.3.2. Soient A une Z(p)-algebre, A le separe complete p-adique de A. On designe par la 
limite projective du systeme projectif (A/pa1)n dont les morphismes de transition sont les iteres 
de I’endomorphisme de Frobenius de AjpA. 

(1.3.2.1) y4^=lim^/pA. 

a;i—nP 

C’est un anneau parfait de caracteristique p. Pour tout entier n > 1, la projection canonique 
A*’ AjpA sur la [n + l)-ieme composante du systeme projectif (i.e., la composante 

d’indice n) induit un homomorphisme 

(1.3.2.2) : W(Al^) ^ Wn{A/pA). 

Comme = F o R o Vn+i, on obtient par passage a la limite projective un homomorphisme 

(1.3.2.3) iy:W{A^) ^\imWn{A/pA), 

n>0 

ou les morphismes de transition de la limite projective sont les morphismes FR. On verifie aussitot 
qu’il est bijectif. Compte tenu de (|1.3.1.5I) . les homomorphismes induisent par passage a la limite 
projective un homomorphisme 

(1.3.2.4) e:W{A^)^A. 

On retrouve Fhomomorphisme defini par Fontaine 1 |12| 2.2). On pose 

(1.3.2.5) £/2iA) =W{A^)/keT{ef, 
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et on note encore 9: j^ 2 {A) —>■ A rhomomorphisme induit par 9 (cf. |13| 1.2.2). 

Pour tout homomorphisme de Z(p)-algebres commutatives Lp\ A ^ B, le diagramme 

(1.3.2.6) W(A^)- 

e 9 

A - 

ou les fleches horizontales sont les morphismes induits par ip, est commutatif (11.3.1.61) . La corres- 
pondance A M- ^ 2 {A) est done fonctorielle. 

Remarque 1.3.3. Soit k un corps parfait. La projection canonique W(fc)^ — t k sur la premiere 
composante {i.e., d’indice 0) est un isomorphisme. Elle induit done un isomorphisme W(W(fc)'') ^ 
W{k), gs’identifie alors a I’endomorphisme de Frobenius de W(fc). 

Proposition 1.3.4 (la 11.9.5; mi A. 1.1 et A.2.2). Soit A une Wjf^pyalgebre verifiant les condi¬ 
tions suivantes : 

(i) A est Z(p) -plat. 

(ii) A est integralement clos dans A[i]. 

(iii) L’endomorphisme de Frobenius absolu de AjpA est surjectif. 

(iv) II existe une suite (pn)n>o d’elements de A tels que po = p et p^+i = Pn pour tout n > 0. 
On designe par w Velement de A*' induit par la suite {pn)n>o O on pose 

(1.3.4.1) ^ = [vj]-pGW{A^), 
oil [ ] est le representant multiplicatif. Alors la suite 

(1.3.4.2) 0 ^ W(A^)W(A‘') A A ^ 0 
est exacte. 

1.3.5. Soient A une Z(p)-algebre, X = Spec(A), .^x une structure logarithmique sur X ([^ 
11.5.9), M un nionoide, u: M ^ r{X,.^x) un homomorphisme. Considerons le systeme projectif 
de monoi’des multiplicatifs (A)„gN, ou les morphismes de transition sont tons egaux a I’elevation 
a la puissance p-ieme. On designe par Q le produit fibre du diagramme d’homomorphismes de 
monoi’des 

(1.3.5.1) M 


lim A-9- A 

JU-xP 

ou la fleche horizontale est la projection sur la premiere composante {i.e., d’indice 0) et la fleche 
verticale est le compose de u et de I’homomorphisme canonique r{X,.y^x) A, et par q I’homo- 
morphisme compose 


(1.3.5.2) 


il-^xP 
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ou la premiere et la deuxieme fleches sont les honiomorphismes canoniques (ll.3.2.1|l et [ ] est le 
representant multiplicatif. II resulte aussitot des definitions que le diagramme 

(1.3.5.3) Q - 

W(A^) —^ A 

on les fleches non libellees sont les morphismes canoniques, est commutatif. 

On pose X = Spec(A) que I’on munit de la structure logarithmique image inverse de ^x- 
On munit Spec(W(A*’)) de la structure logarithmique JS associee a la structure pre-logarithmique 
definie par q (|1.3.5.2I) . D’apres (11.3.5.31) . 9 induit un morphisme 

(1.3.5.4) {X, (Spec(W(A^)), ^). 

Proposition 1.3.6 ([^ II.9.7). Conservons les hypotheses de ll. 3. 51 notons, de plus, X° I’ou- 
vert maximal de X ou la structure logarithmique est triviale et supposons les conditions sui- 
vantes remplies : 

(a) A est integre et normal. 

(b) X° est un Q-schema non-vide et simplement connexe. 

(c) M est integre et il existe un monoide fin et sature M' et un homomorphisme v: M' —>■ M 
tels que I’homomorphisme induit M' —>■ M/M^ soit un isomorphisme. 

Alors : 

(i) Le monoide Q est integre et le groupe M'sp est libre. 

(ii) On peut completer le diagramme (fTXETD en un diagramme commutatif 

(1.3.6.1) M' - 


lim A -s- A 

Notons (3: M' —> Q I’homomorphisme induit. 

(iii) La structure logarithmique ^ sur Spec(W(A'')) est associee a la structure pre-logarithmi¬ 
que definie par I’homomorphisme compose 

(1.3.6.2) M'4qAw(A^). 

En particulier, le schema logarithmique (Spec(W(A*')), est fin et sature. 

(iv) Si de plus, I’homomorphisme compose uov: M' —>■ r(X, .^^x) est une carte pour X, alors 
le morphisme (11.3.5.41) est strict. 

1.4. Faisceaux de a- modules 

1.4.1. Dans cette section, A designe un sous-groupe ordonne et dense de R, A+ I’ensemble 
des elements strictement positifs de A, et R un anneau muni d’une suite d’ideaux principaux mg, 
indexee par A+. Pour tout e € A+, on choisit un generateur G i? de rUg. On suppose, de plus, 
que pour tout e € A+, n’est pas un diviseur de zero dans R et que pour tous e,S € A+, 
TT® • = Ug ^5 • 7r®+^, ou Ug _5 est une unite de R. On pose m = UggA+nie- Ces hypotheses sont celles 

fixees dans m page 186 et [2] V Notations). On notera que m est i?-plat et que = m. 
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1.4.2. Soient une categorie abelienne qui est une U-categorie (11.1.311 f [4] I 1.1), End(id.s 2 /) 
I’anneau des endomorphismes du foncteur identique de 32 /, Lp\ R ^ End(idi^) un homomorphisme. 
Pour tout objet M de 32 / et tout 7 G i?, on note rendomorphisme de M defini par (^( 7 ). On 

observera que pour tout morphisme f: M ^ N de 32 /, on a o f = f En particulier, 

pour tous objets M et N de 32^', Hom(M, iV) est naturellement muni d’une structure de i?-module. 

Suivant m page 187), on dit qu’un objet M de 32 / est a-nul (ou presque-nul) s’il est annule 
par tout element de m, i.e., si = 0 pour tout 7 G m. On verifie aussitot que pour toute 

suite exacte 0 —?> M' M ^ M" ^ 0 de 32 /, pour que M soit a-nul, il faut et il sufRt que M' et 
M" soient a-nuls. On appelle categorie des a-objets (ou pres que-objets) de 32 / et Ton note a-32^' le 
quotient de la categorie 32 / par la sous-categorie epaisse formee des objets a-nuls 1 |16| III § 1). On 
note 

(1.4.2.1) a: 32/ ^ a-32/, M i-a a(M) 

le foncteur canonique ; on notera aussi M°‘ au lieu de a{M) lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion. 
La categorie a- 32 / est abelienne et le foncteur a est exact f |16| III § 1 prop. 1). Si /: M —>■ iV est 
un morphisme de 32 /, pour que a(/) soit nul (resp. un monomorphisme, resp. un epimorphisme), il 
faut et il sufht que im(/) (resp. ker(/), resp. coker(/)) soit a-nul f |16| III § 1 lem. 2). On dit que / 
est a-injectif (resp. a-surjectif, resp. un a-isomorphisme) si a(/) est injectif (resp. surjectif, resp. 
un isomorphisme), autrement dit si son noyau (resp. son conoyau, resp. son noyau et son conoyau) 
sont a-nuls. 

La famille des a-isomorphismes de 32/ permet un calcul de fractions bilatere (' [28| I 1.4.2). 
La categorie a- 32/ s’identifie a la categorie localisee de 32/ par rapport aux a-isomorphismes et a 
est le foncteur canonique (de localisation). On laissera le soin au lecteur de verifier ces proprietes, 
valables d’ailleurs pour tout quotient d’une categorie abelienne par une sous-categorie epaisse ([m 
I 2.5(d)). 

Lemme 1.4.3. Les hypotheses etant celles de (11. 4. 2D . soient, de plus, f:M^Nun morphisme 
de 32 /, 7 G i? tels que le noyau et le conoyau de f soient annules parj. Alors, il existe un morphisme 
g: N ^ M de s/ tel que g o f = p-ys (M) et f o g = pL^i (N). 

En effet, comme (coker(/)) = 0, le morphisme py(lV): N ^ N se factorise uniquement a 
travers un morphisme (p^: N ^ im(/). Comme py(ker(/)) = 0, le morphisme py(M ): M ^ M se 
factorise uniquement a travers un morphisme ip-y ■ im(/) M. Il est clair que g = N ^ M 

repond a la question. 

1.4.4. Soit 32 / une categorie abelienne tensorielle qui est une U-categorie, autrement dit, 32 / 
est une categorie abelienne munie d’un foncteur bi-additif 32 / x 32 / —>• 32 / et d’un objet unite 
A, verihant certaines conditions m 1-15), et soit (j): R ^ End(3l) un homomorphisme. On a un 
homomorphisme canonique End(Gl) —>■ End(id^) (cf. |40j I 1.3.3.3 et 2.3.3). On pent done definir 
la categorie quotient a- 32 / suivant 11.4.21 II resulte aussitot de 11.4.31 que pour tout a-isomorphisme 
/: M —>■ M' de 32 / et tout N G Oh{£/), / OidAr: M (i) N —>■ M' 0 N est un a-isomorphisme. Par 
suite, le produit tensoriel induit un foncteur 

(1.4.4.1) a- 32 / X a- 32 / a- 32 /, (M, N) 1 —M O 

qui fait de a- 32 / une categorie abelienne tensorielle, dont est un objet unite. 

Le foncteur a induit un homomorphisme End(A) —5> End(A“). Par suite, pour tous objets M 
et N de a- 32 /, Homo,.^ (M, A^) est canoniquement muni d’une structure de End(A)-module. On 
voit aussitot que pour tout P G Ob('^), I’application 

(1.4.4.2) Homa_^(M, N) Hom„_^(M 0 P, AT 0 P) 
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definie par fonctorialite est End(A)-lineaire ([40] I 2.2.6). 

1.4.5. Pour toute i?-algebre A (appartenant a U), on designe par Mod(A) la categoric abe- 
lienne tensorielle des A-niodules qui se trouvent dans U. Prenant pour (j): R ^ A = End(A) 
I’homomorphisme structural, on appelle categoric des a-A-modules et I’on note a-Mod(A) le quo¬ 
tient de la categoric abelienne Mod(Al) par la sous-categorie epaisse des A-modules a-nuls. Nous 
utiliserons les conventions de notation de 11.4.21 et 11.4.41 On observera en particulier que pour tons 
a-A-modules M et TV, Homc_]v[od(A)(-^)-^) est naturellement muni d’une structure de A-module. 

Pour tout homomorphisme de i?-algebres A —>■ i?, le foncteur d’oubli Mod(il) —> Mod(A) 
induit un foncteur exact 

(1.4.5.1) a-Mod(il) —J- a-Mod(A). 

Lemme 1.4.6. Pour qu’un morphisme de R-modules M ^ N soit un a-isomorphisme, il faut 
et il sufftt que le morphisme induit m O/j M —>■ m N soit un isomorphisme. 

En effet, la condition est sufRsante puisque le morphisme canonique m Or AI ^ M est un 
a-isomorphisme (|1.4.3I1 . et elle est necessaire car m est i?-plat et pour tout i?-module a-nul P, 
m Or P = 0. 

1.4.7. Soit A une P-algebre. D’ar)res [1.4.6l la categoric des a-isomorphismes de Mod(A) de 
but un A-module M donne admet un objet initial a savoir le morphisme canonique ttiOrM —> M. 
Par suite, pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme canonique 

(1.4.7.1) Hom„_Mod(A)(AV“,TV“) ^ HomMod(A)(m Or M, TV). 

On voit aussitot que cet isomorphisme est A-lineaire. 

On designe par ct, le foncteur 

(1.4.7.2) tj*: a-Mod(A) Mod(A), P Hom„_Mod(A)(^“, 
et par cri le foncteur 

(1.4.7.3) tTi: a-Mod(A)-> Mod(A), P m Or cr*(P). 

D’apres (11.4.7.11) . pour tout A-module Tlf, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.4.7.4) tT*(Tlf“) ^ HomR(m, TW). 

On en deduit que pour tout homomorphisme de P-algebres A ^ B, les diagrammes 

(1.4.7.5) a-Mod(P) Mod(P) a-Mod(P) Mod(P) 

a-Mod(A) —Mod(A) a-Mod(A) —Mod(A) 

ou les fleches verticales sont les foncteurs d’oubli (ll.4.5.1|) . sont commutatifs a isomorphismes 
canoniques pres; ce qui justifie Tabus d’omettre A dans les notations tr* et a\. 

Proposition 1.4.8. Soit A une R-algebre. 

(i) Le foncteur cr* (|1.4.7.2|) est un adjoint a droite du foncteur de localisation a (11.4.2.11) . 

(ii) Le morphisme d’adjonction a o cr* —>■ id est un isomorphisme, i.e., le foncteur cr* est 
pleinement fidele. 

(iii) Le morphisme d’adjonction id cr* o a induit un isomorphisme a ^ a o o a. 

(iv) Le foncteur at (11.4.7.31) est un adjoint a gauche du foncteur de localisation a. 
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(v) Le morphisme d’adjonction id —>■ a o o’! est un isomorphisme, i.e., le foncteur a\ est plei- 
nement fidele. 

Soient M, N deux A-modules, P un a-A-module. 

(i) On a des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(1.4.8.1) HoinQ_Mod(A)(^“,^“) ^ HoniA(m(8)_RM, A^) 

^ Honiyi(M, Honifl;(m, TV)) 

^ Honi^(M,a4iV“)). 

L’assertion s’ensuit compte tenu de ([H] I 1.2). 

(ii) Le morphisme d’adjonction a{a^{M°‘)) —>■ M“ correspond par (11.4.7.11) et (|1.4.7.4I) au 
morphisme canonique 

(1.4.8.2) m (8>i{ Hom/j(m, M) —>• M, 

qui est un a-isomorphisme car les morphismes canoniques m (8 )_r M —>■ M et M —>■ Hom/j(m, M) 
sont des a-isomorphismes (11.4.31) . 

(iii) Le morphisme d’adjonction M —>■ (T*(a(M)) s’identifie par (ll.4.7.4p au morphisme cano¬ 
nique M —> Hom/{(m, M) qui est un a-isomorphisme. 

(iv) D’apres (ii), on a des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(1.4.8.3) Hom„_Mod(A)(^’, a(A7)) ^ HomA(a(CT*(P)), a(M)) 

^ Homn(m (g)_R tT*(P), M) 

^ Homyi(cr!(P),M). 

(v) Le morphisme d’adjonction M“ —>■ a{a\{M°‘)) correspond par (11.4.7.11) et (11.4.7.41) au 
morphisme canonique 

(1.4.8.4) m (8 )_r M —m Hom/i(m, M), 
qui est un isomorphisme (ll.4.6p . 

COROLLAIRE 1.4.9. Soit A une R-algebre. 

(i) Le foncteur de localisation a (iriXTi) commute aux limites inductives (resp. projectives) 
representables et le foncteur a (11.4.7.21) (resp. a\ (11.4.7.31 ) ) commute aux limites projectives 
(resp. inductives) representables. 

(ii) Les foncteurs a et a\ sont exacts, et le foncteur ct* est exact d gauche. 

(iii) Pour toute categoric \j-petite I et tout foncteur ip: I ^ a-Mod(A), les limites projective 
et inductive de p sont representables et les morphismes canoniques 

(1.4.9.1) lim p —^ a(lim tr* o p) 

~f ~f 

(1.4.9.2) a(lim a\ o p) ^ lim p 

sont des isomorphismes. 

(i) Cela resulte de ll.4.8r i')-('ivj et (|4] I 2.11). 

(ii) En effet, il resulte de (i) que a est exact, cr* est exact a gauche et a\ est exact a droite. 
Comme m est i?-plat, a\ est aussi exact a gauche (|1.4.7.3I) . 

(iii) Cela resulte de fi). I1.4.8r ii')-(v') et du fait que les U-limites inductives et projectives sont 
representables dans la categorie Mod(A). 
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COROLLAIRE 1.4.10. Pour toute R-algebre A, la categorie abelienne a-Mod(Al) est une U- 
categorie verifiant la propriete (AB 5) de ( |18j § 1.5) et admettant un generateur, a savoir A“. 

En effet, comme a admet un adjoint a droite, a savoir ct* (11.4.81) . la sous-categorie epaisse 
de Mod(A) formee des A-modules a-nuls est localisante dans le sens de f |16| p. 372). Par suite, 
d’apres {loc. cit., Ill § 2 lem. 4 et § 4 prop. 9), la categorie a-Mod(A) est une U-categorie avec 
generateur, a savoir A“, et limites inductives exactes ; d’ou la proposition compte tenu de (loc. cit., 
I § 6 prop. 6). 

1.4.11. Soit A une i?-algebre. On appelle a-A-algebre (ou A°^-algebre) un moiioi'de unitaire 
commutatif de Q!-Mod(A). On designe par Alg(A) la categorie des A-algebres qui se trouvent 
dans U et par a-Alg(A) la categorie des a-A-algebres. Le foncteur de localisation a (11.4.2.11) etant 
monoi’dal, il induit un foncteur que I’on note encore 

(1.4.11.1) a: Alg(A) ^ a-Alg(A). 

Compte tenu de I’isoinorphisme canonique A“ L:)- A“ 0^° A“, le foncteur cr* (11.4.7.21) induit 
un foncteur que Ton note encore 

(1.4.11.2) cr*: a-Alg(A) ^ Alg(A), P i-A Hom„_Mod(A)(^“,-P)- 

Pour toute A-algebre B, I’isomorphisme m ^ m <S)r m induit sur Hom/i(m, il) une structure 
canonique de A-algebre. On a un isomorphisme canonique fonctoriel de A-algebres 

(1.4.11.3) cr*(B“) ^ Hom^(m, B). 

Proposition 1.4.12. Soit A une R-algebre. 

(i) Le foncteur cr* (11.4.11.21) est un adjoint a droite du foncteur de localisation a (ll.4.11.1|) . 

(ii) Le morphisme d’adjonction a o cr* —>■ id est un isomorphisme, i.e., le foncteur cr* est 
pleinement fidele. 

(iii) Le morphisme d’adjonction id —>■ cr* o a induit un isomorphisme a q: o cr* o a. 

Soient B, C deux A-algebres, u: B°‘ C°‘ un morphisme de a-Mod(A), v: m B ^ C 

et w: B ^ Homfl;(m, C) les morphismes A-lineaires associes (jl.4.7.11) . On verifie aussitot que les 
conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) u est un morphisme de A“-algebres. 

(b) Le diagramme 

(1.4.12.1) (m0RB)<S,A{m<S>RB)^^C(^AC —C 

V 

/ \ ^ / T-» ^ 7->\ B _ 7-v 

(m ®R m) ®R (B B) -^ m ®r B 

ou /im, /is et pLc designent les morphismes de multiplication de m, B et C, respectivement, 
est commutatif. 

(c) w est un morphisme de A-algebres. 

On en deduit des isomorphismes canoniques fonctoriels 

Homa_Aig(A)(P“,C'“) ^ HomAig(A)(P,Homfl(m,C')) 

(1.4.12.2) ^ HomAig(A)(P,fT*(C'“)). 

La proposition (i) s’ensuit compte tenu de ( [17| I 1.2). On notera que les morphismes d’adjonction 
a o cr* —>• id et id ^ cr* o a s’identifient aux morphismes d’adjonction pour les A-modules (11.4.81) . 
Les propositions (ii) et (iii) resultent alors de ll.4.8l iil-(^iii'). 
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1.4.13. Dans ce numero, si D est une i?-algebre, nous affecterons d’un indice D les foncteurs 
a (fTX^ et CT* (11.4.7.21) pour les D-modules ainsi que leurs variantes (11.4.11.11) et (11.4.11.21) pour 
les D-algebres. 

Soil A une i?-algebre. On pose B = aji(A) (ll.4.11.1|) et on designe par Mod(il) la categorie 
des il-modules unitaires de a-Mod(i?). Le foncteur ajt etant monoi’dal, il induit un foncteur 

(1.4.13.1) 13: Mod(A) ^ Mod(B). 

Celui-ci transforme clairement les a-isomorphismes en des isomorphismes. 11 induit done un fonc¬ 
teur 

(1.4.13.2) b: a-Mod(A) ^ Mod(B). 

On pose A' = (11.4.11.21) . D’aores 11.4.121 on a un homomorphisme canonique de R- 

algebres X: A —>• A', qui induit un isomorphisme aR{A) ^ aR{A') (11.4.11.11) . Pour tous i?“- 
modules P et Q, on a morphisme P-lineaire 

(1.4.13.3) Homa_Mod(fl)(-R“,f’) Ofl Homa_Mod(fl) (-R“, Q) ^ Homa_Mod(fl) (-R“, Q), 

defini par fonctorialite et composition (11.4.4.21) . Par suite, le foncteur tr/j* (11.4.7.21) induit un 
foncteur 

(1.4.13.4) r': Mod(P) Mod(7l'). 

Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur 

(1.4.13.5) T* : Mod(P) -A Mod(A) 

Soient M et N deux Al-modules, u: f3{M) —>■ I3{N) un morphisme de a-Mod(P), v: —>• 

N etw: M —>■ Homfl;(m, N) les morphismes P-lineaires associes a u (|1.4.7.1I) . On verifie aussitot que 
u est P-lineaire si et seulement si v (ou ce qui revient au meme w) est A-lineaire. L’isomorphisme 
(11.4.7.11) induit done un isomorphisme canonique 

(1.4.13.6) HomMod(B)(/3(A7),/3(iV)) ^ HomMod(A) (m Ofl M, iV). 

Calquant alors la preuve de ll.4.8l on en deduit que r* est un adjoint a droite de /3; le morphisme 
d’adjonction /3 o r* ^ id est un isomorphisme; et le morphisme d’adjonction id —r* o /3 induit un 
isomorphisme /I —>■ /3 o r* o /?. 

On pose 

(1.4.13.7) t = aA o T* : Mod(P) — > a-Mod(d.). 

L’isomorphisme /3 o r* —>■ id induit un isomorphisme 

(1.4.13.8) foofAlAid 

Par ailleurs, le morphisme d’adjonction id —> r* o /3 induit un isomorphisme ua ^ oa o t* o /3. 
Compte tenu de (' [T7] 1 1 .2), on en deduit un isomorphisme 

(1.4.13.9) id ^ t o &. 

On verifie aussitot que les isomorphismes (11.4.13.81) et (11.4.13.91) font de t un adjoint a droite de b. 
Par suite, b et t sont des equivalences de categories. On a des isomorphismes canoniques 

(1.4.13.10) P^AboaA et ^ t o/3, 

compatibles aux isomorphismes (11.4.13.81) et (11.4.13.91) . On en deduit aussitot un isomorphisme 

(1.4.13.11) iTA ^ T* o b. 
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1.4.14. Soit V un univers tel que U C V. On affectera d’un indice U on V les categories 
et foncteurs dependants de I’univers. Soit A une ii-algebre appartenant a U. On a un foncteur 
pleinement fidele canonique 

(1.4.14.1) Modu(Al) ^ Modv(4l). 

Ceiui-ci induit un foncteur 

(1.4.14.2) a-Modiij(Al) —>■ a-Modv(A) 
qui s’insere dans un diagramme commutatif 


(1.4.14.3) 


Modu(A)-9- Modv(Al) 


an 

Q!-Modu(A) 


Oiv 

' ’ 


Q!-Modv(y4) 


Le foncteur (jl.4.14.2|) est pleinement fidele. En effet, comme le foncteur (11.4.14.111 est pleinement 
fidele, il sufRt de montrer que pour tout objet M de Modu(A), notant a-Iu(M) (resp. a-Iv(M)) 
la categorie des a-isomorphismes de Modiij(Al) (resp. Modv(Al)) de but M, le foncteur d’inclusion 
(j)M' a-Iy(M) est cofinal. Soit f: N —M un objet de Q!-Iv(M). D’aorfe [1.4. 31 

pour tout e G A^, il existe un morphisme A-lineaire ge- M N tel que f o Qe = ’’"^idM et 
ge ° f = TT^idjv- Comme I’ensemble A+ est U-petit, UggA+ini(3e) est representable par un sous- 
objet N' de N appartenant a Modu(A). Comme I’injection canonique g: N' ^ N est clairement 
un a-isomorphisme, fog: N' ^ M est un objet de a-Iu(Af), d’ou I’assertion recherchee en vertu 
de (d) I 8.1.3(c)). 

1.4.15. Dans la suite de cette section, designe une U-categorie (|1.1.3I) ([4] I 1.1) et ^ la 
categorie des prefaisceaux de U-ensembles sur ([4j I 1.2). On note le prefaisceau d’anneaux 
constant sur de valeur R. On designe par Mod(i?,^) la categorie abelienne tensorielle des U- 
prefaisceaux de i?-modules sur que I’on identifie a la categorie des (i?,^)-modules de ([5 I 
3.2). Prenant pour (j): R ^ End(ii,^) = R Phomomorphisme identique, on appelle categorie des 
a-{R^)-modules et I’on note a-'M.od{R^) le quotient de la categorie abelienne 'M.od{R^) par la 
sous-categorie epaisse des (i?<i?)-modules a-nuls. Nous utiliserons les conventions de notation de 

[TX^etfrilil 


Definition 1.4.16. On appelle categorie des prefaisceaux de a-R-modules sur et Ton note 
a-^ la categorie des prefaisceaux sur a valeurs dans la categorie a-Mod(i?), i.e., la categorie 
des foncteurs de ‘^° a valeurs dans Q!-Mod(i?) ([^ II 6.0). 

On note Rf~ le prefaisceau constant sur de valeur i?“. Pour deux prefaisceaux de a-R- 
modules M et N, on definit le produit tensoriel M N par la formula suivante : pour tout 
X G Oh {^), 

(1.4.16.1) (M N){X) = M{X) <g)Rc N{X), 

oil le terme de droite designe le produit tensoriel dans la categorie a-Mod(i?) (I1.4.4.ip . Munie de 
ce produit, est une categorie abelienne tensorielle, ayant pour objet unite. 

Proposition 1.4.17. Les U-limites inductives et projectives dans a-'^ sont representables. 
Pour tout X G Ob)*^), le foncteur 

(1.4.17.1) a-Mod{R), M ^ M{X) 
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commute aux limites inductives et projectives. 

Cela resulte immediatement de ll.4.91 

COROLLAIRE 1.4.18. La categoric a-^ est une categoric abelienne verifiant I’axiome (AB 5) 

de ([H] § 1.5). 

C’est une consequence de 11.4.101 et dl.4.171 

1.4.19. Le foncteur a: Mod(i?) ^ a-Mod(i?) definit uii foncteur exact et monoi’dal 

(1.4.19.1) a: Mod(i?^) ^ a-#. 

Celui-ci transforme les modules a-nuls en dans le prefaisceau de a-i?-modules nul. 11 induit done 
un foncteur exact et monoidal 

(1.4.19.2) u: a-Mod{R^) a-#. 

Les foncteurs cr^, (ll.4.7.2|) et m (ll.4.7.3|) (pour les i?-modules) induisent des foncteurs que Ton 
note respectivement 

(1.4.19.3) a^:a-^ Mod(i7^), 

(1.4.19.4) ar.a-^ Mod(%). 

D’aores [1.4.81 ct* (resp. m) est un adjoint a droite (resp. a gauche) de a ; les morphismes d’adjonc- 
tion a o (T* —id et id —>■ a o (Ti sont des isomorphismes ; et le morphisme d’adjonction id ^ o a 
induit un isomorphisme a —^ S o o S. 

On note v le foncteur compose 

(1.4.19.5) V = aoatf-. —)• a-Mod(i?.^), 

ou a designe le foncteur de localisation pour les i?-modules de ^. L’isomorphisme 'oLou^, ^ id 
induit un isomorphisme 

(1.4.19.6) Rori^id. 

D’aores ll.4.8l iiil. le morphisme d’adjonction id —> ct* o a induit un isomorphisme a v o u o a. 
Compte tenu de f [T7] I 1.2), on en deduit un isomorphisme 

(1.4.19.7) id^r>oit. 

On verifie aussitot que les isomorphismes (ll.4.19.6|) et (11.4.19.71) font de v un adjoint a droite de 
u. Par suite, u et v sont des equivalences de categories abeliennes tensorielles, quasi-inverses Tune 
de I’autre. On a des isomorphismes canoniques 

(1.4.19.8) aL^uoa et a^^voa, 

compatibles aux isomorphismes (11.4.19.61) et (11.4.19.71) . On en deduit aussitot que le foncteur 

(1.4.19.9) CT* o m: a-Mod(i?,^) —Mod(i?,j^) 

est un adjoint a droite du foncteur de localisation a, et que le foncteur 

(1.4.19.10) a\ ou: a-Mod(i?,g?) —Mod(i?,^) 
est un adjoint a gauche de a. 
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1.4.20. La donnee d’un monoi’de commutatif unitaire de Mod(i?.^) (resp. a-^) est equi- 
valente a la donnee d’un prefaisceau sur a valeurs dans la categorie Alg(i?) (resp. a-Alg(i?)) 

On note Alg(i?^) (resp. Alg(a-'^)) la categorie des monoides commutatifs unitaires de 
Mod(i?.gr) (resp. a-‘^). Le foncteur a (11.4.19.111 etant monoi'dal, il induit un foncteur que Ton note 
encore 

(1.4.20.1) a: Alg(%) ^ Alg(a-#). 

Par ailleurs, compte tenu de ll. 4. Ill le foncteur ct* (11.4.19.31) induit un foncteur que Ton note encore 

(1.4.20.2) CT, : Alg(a--#') ^ Alg(%). 

D’apres 11.4.121 ir* est un adjoint a droite de a; le morphisme d’adjonction a o ir* —id est un 
isomorphisme; et le morphisme d’adjonction id ^ ct* o a induit un isomorphisme a —>■ 3 o ct* o 3 . 

1.4.21. Lorsque la categorie est U-petite, ^ est une U-categorie. Mais lorsque est une 
U-categorie, n’est pas en general une U-categorie (01 I 1 - 2 ). Soit V un univers tel que G V 
et U C V. On affectera d’un indice U ou V les categories et foncteurs dependants de I’univers. Le 
foncteur pleinement fidele canonique Modiij(i?) ^ Modv(i?) induit un foncteur pleinement fidele 

(1.4.21.1) Mod(i?.g?) ^ Mod(i?^^). 

De meme, le foncteur pleinement fidele canonique a-Modi[j(i?) — 5 > a-Modv(i?) (11.4.14.21) induit 
un foncteur pleinement fidele 

(1.4.21.2) a-^v 
Tout (i?.^)-module M definit un foncteur 

(1.4.21.3) M: -A Modv(i?), A M{X) = Hom<^jA,M). 

Pour tout objet P de on considere le foncteur 

(1.4.21.4) P: a-Modv(P), A ha a(3*(P)(A)), 

ou 3* est le foncteur (ll.4.19.3p . On obtient ainsi un foncteur 

(1.4.21.5) Hom((%)°,a-Modv(P)), P ^ P. 

D’aores 11.4.81 111. on a un isomorphisme canonique fonctoriel P\^° P. II est alors commode et 
sans risque d’ambigui’te de noter P encore P. 

D’apres m I 3.5), pour tout (P.j|^ )-module M et tout A G Ob('^u), on a un isomorphisme 
canonique et fonctoriel en M, 

(1.4.21.6) M(A) ^ lim M{Y). 

Par suite, en vertu de 11.4.91 1). pour tout objet P de et tout A G Ob('^u), on a un isomor¬ 

phisme canonique fonctoriel en P, 
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1.4.22. Dans la suite de cette section, on se donne une topologie sur ^ qui en fait un U-site, 
ie., tel que ^ admette une U-petite famille topologiquement generatrice ([4] II 3.0.2). On designe 
par ^ le topos des faisceaux de U-ensembles sur On note le faisceau d’anneaux constant de 
valeur R sur ^ et va.^ le faisceau d’ideaux constant de valeur m sur ^, i.e., les faisceaux associes 
au prefaisceaux constants sur de valeurs R et m, respectivement (|4] II 6.4). 

Soit A une (i?,^)-algebre de , i.e., un U-faisceau de i?-algebres sur (|5 II 6.3.1). On 
designe par Mod(^) la categoric abelienne tensorielle des A-modules de Prenant pour (j>: R ^ 
= End(^) I’homomorphisme canonique, on appelle categoric des a-A-modules et I’on 
note Q!-Mod(A) le quotient de la categoric abelienne Mod(^) par la sous-categorie epaisse des 
A-modules a-nuls. Nous utiliserons les conventions de notation de 11.4.21 et 11.4.41 On observera en 
particulier que pour tous A-modules M et N, IIom(j_]v[o(j(A)(-^ 5 -^) 6 st naturellement muni d’une 
structure de r('^, A)-inodule. 

Lemme 1.4.23. Soit A une {R^)-algebre de ^. 

(i) Pour tout A-module M, les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(A); 

(b) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(i?.j^); 

(c) M est a-nul en tant qu’objet de Mod(i?,g?); 

(d) pour tout U G Ob(‘^), mM{U) = 0 ; 

(e) xn^M = 0 . 

(ii) Pour tout {R^)-module a-nul P de , le {Rc^)-module associe P^ de 'W est a-nul. 

(iii) Pour tout morphisme de A-modules f: M ^ N, les conditions suivantes sont equiva¬ 
lentes : 

(1) / est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(yl); 

(2) / est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(ii,^); 

(3) / est un a-isomorphisme en tant que morphisme de Mod(J?,^); 

(4) le morphisme M N induit par f est un isomorphisme. 

(iv) Pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme A)-lineaire canonique 

(1.4.23.1) Hom„_Mod(A)(Af“,^^“) ^ HomMod(A)(tn.^®fl.^-^4^, ^)- 

(i) En effet, les conditions (a), (b), (c) et (d) sont clairement equivalentes. Comme va^M est 
le faisceau associe au prefaisceau U i— mM{U), (d) implique (e). II est clair que (e) implique (a). 

(ii) Cela resulte aussitot de (i) 

(iii) Les conditions (1) et (2) sont equivalentes en vertu de (i). L’implication (2) => (3) resulte 

de 11.4.31 et I’implication (3) => (2) est une consequence de (ii). L’implication (4) => (2) est une 
consequence du fait que le morphisme canonique rxicg: M —)■ M est un a-isomorphisme (11.4.31) . 

Par ailleurs, le (it!,^)-module est plat ([4] V 1.7.1) et pour tout (i?,^)-module a-nul F, on a 

F = 0; d’ou I’implication (2) (4). 

(iv) D’apres (iii), le morphisme canonique —>■ M est un objet initial de la categoric 

des a-isomorphismes de Mod(A) de but M ; d’ou I’isomorphisme (ll.4.23.ip . On verihe aussitot 
qu’il est r('^, A)-hneaire. 

Deeinition 1.4.24. On dit qu’un prefaisceau de a-i?-modules F sur est separe (resp. est 
un faisceau) si pour tout objet X de et tout crible couvrant de X, le morphisme canonique 


(1.4.24.1) 


F(X) ^ F{Ag) 
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est un monomorphisme (resp. isomorphisme) I'cf. I1.4.2T]| . On note la sous-categorie pleine de 
formee des faisceaux de a-i?-modules. 

D’apres (I1.4.21.7I1 . pour qu’un prefaisceau de a-i?-modules F sur ^ soit separe (resp. un 
faisceau), il faut et il suffit que pour tout objet X de et tout crible couvrant de X, le 
morphisme canonique 

(1.4.24.2) F{X) lim F{Y) 

soit un monomorphisme (resp. isomorphisme). Les faisceaux de a-i?-modules sont done les faisceaux 
sur a valeurs dans la categorie a-Mod(i?) dans le sens de ([4] II 6.1). 

Proposition 1.4.25. Soient F un prefaisceau de a-R-modules sur X G Oh{'T^), un 
crihle de X. Pour que le morphisme canonique F{X) —> F{3i) soit un monomorphisme (resp. 
isomorphisme), il faut et il suffit qu’il en soit de mime du morphisme canonique (11.4.19.31) 

(1.4.25.1) ct,(F)(X) ^CT,(P)(.^). 

En effet, d’apres ri.4.9f il et (11.4.21.71) . on a un isomorphisme canonique 

(1.4.25.2) ct 4F(.!^)) ^a,(E)(.^). 

L’image du morphisme u: F{X) F{i%) par le foncteur cr* s’identifie alors au morphisme 
(11.4.25.11) . Si u est un monomorphisme (resp. isomorphisme), il en est de meme de cr*(rt) en vertu 
de ll.4.9f il. Inversement, si cr*(u) est un monomorphisme (resp. isomorphisme), il en est de meme 
de u d’apres fr.d.Sl iil et ll.4.9l il. 

COROLLAIRE 1.4.26. Pour qu’un prefaisceau de a-R-modules F sursoit separe (resp. un 
faisceau), il faut et il suffit que le prefaisceau de R-modules tT*(E') sur (11.4.19.31) soit separe 
(resp. un faisceau). 

Proposition 1.4.27. Pour tout X G Oh(^), soitJF{X) un ensemble de cribles de X. Suppo- 
sons que les JF{X) soient stables par changement de base et qu’ils engendrent la topologie de 
Alors, pour qu’un prefaisceau de a-R-modules F sur'^ soit separe (resp. un faisceau), il faut et il 
■suffit que pour tout X G Oh(j^) et tout G JF{X), le morphisme canonique 

(1.4.27.1) F{X) F{Ag) 
soit un monomorphisme (resp. isomorphisme). 

Cela resulte [r.4.25l et ([4] II 2.3). 

COROLLAiRE 1.4.28. Si la topologie de est definie par une pretopologie, pour qu’un prefais¬ 
ceau de a-R-modules F sur soit un faisceau, il faut et il suffit que pour tout objet X de ‘F’ et 
tout recouvrement (Xi —>■ X)i^i, la suite de a-R-modules 

(1.4.28.1) O^F(X)^ n F(X, XX X,), 

iel 

oil la derniere fleche est la difference des morphismes induits par les projections de Xi Xx Xj sur 
les deux facteurs, soit exacte. 


Cela resulte de 11.4.271 (11.4.21.71) et ([4] I 2.12). 
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1.4.29. Rappelons la definition du foncteur L sur la categorie Mod(i?<g?) (|4] II 3.0.5). Soient 
V un uiiivers tel que G V et U C V, G uiie U-petite famille topologiquement generatrice de 
([5 II 3.0.1). Pour tout objet X de on designe par J{X) I’ensemble des cribles couvrants de 
X et par Jo{X) I’ensemble des cribles couvrants de X engendres par une famille {Xi —^ X)i^i 
telle que X^ G G pour tout i G I. L’ensemble J{X) est V-petit, et ordonne par I’inclusion, il est 
cofiltrant. Pour tout U-prefaisceau de i?-modules F sur 

(1.4.29.1) lim F{^) 

est representable par un i?-module de V (jl.4.21|l . D’apres ([4] II 3.0.4), pour tout G Jg{X), F{i%) 
est U-petit, et comme Jg{X) est un U-petit ensemble cofinal dans J{X) {loc. cit.), il resulte de ([4] 
I 2.3.3) que la limite inductive (11.4.29.11) est representable par un ii-module U-petit. Choisissons 
pour tout F et tout X un i?-module appartenant a U qui represente cette limite inductive et posons 

(1.4.29.2) LF{X) = lim F{3i). 

Pour tout morphisme /: Y X de'T^,\e foncteur de changement de base /* : J{X) J(Y) definit 
un morphisme LF{f): LF{X) —> LF{Y) faisant de X i—>• LF{X) un U-prefaisceau de i?-modules 
sur Pour tout X G Ob('^), le morphisme identique de X etant un objet de J{X), on a une 
application canonique £{F){X): F{X) LF{X). On definit ainsi un morphisme £{F): F —>■ LF 
de Mod(7?.^). La correspondance F i-A LF est clairement fonctorielle en F et les £{F) definissent 
un morphisme de foncteurs £: id ^ L. 

Avec les notations de ll.4.191 on designe par ^ le foncteur compose 

(1.4.29.3) ^ = aoLoa^: 

Le morphisme £ et I’isomorphisme a o ct* —>■ id induisent un morphisme de foncteur A: id —>■ .if. 
D’apres ll.4.9l il et compte tenu de la definition (11.4.21.41) . pour tout objet P de et tout 
X G Ob(‘^), on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.4.29.4) .ifP(A )4 lim P{^). 

Le compose de cet isomorphisme et du morphisme X{P){X): P{X) FfP{X) n’est autre que le 
morphisme induit par I’objet idx de J{X). 

Proposition 1.4.30. (i) Le foncteur ^ est exact a gauche. 

(ii) Le foncteur L transforme les a-isomorphismes en des a-isomorphismes. 

(iii) Le diagramme 


(1.4.30.1) Mod{R^) — ^ Mod(R.^) 

S a 

Q,-<^- — -^ a-^ 

est commutatif a un isomorphisme canonique pres 

(1.4.30.2) doL^.^od, 

induit par le morphisme d’adjonction id —>■ ct* o a. 

(iv) Pour tout prefaisceau de a-R-modules P, le prefaisceau L£P est separe. 

(v) Pour qu’un prefaisceau de a-R-modules P soit separe, il faut et il suffit que A(P) : P —>■ .ifP 
soit un monomorphisme. Le prefaisceau L£P est alors un faisceau. 
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(vi) Pour qu’un prefaisceau de a-R-modules P soit un faisceau, il faut et il sujfit que X{P): P 
^P soit un isomorphisme. 

(i) En effet, les foncteurs S, L et cr* sent exacts a gauche en vertu de 11.4.9111.4.171 et f[4] II 
3.2(i)). 

(ii) En vertu de ll.4.9l i~). pour tout (i?<j|?)-module F et tout X € Ob('^), on a un isomorphisme 
canonique 

(1.4.30.3) a{LF){X) ^ lim a{F{^)). 

Compte tenu de (|1. 4.21. 611 . pour tout crible de X, on a un isomorphisme canonique 

(1.4.30.4) a(^(^)) ^ lim a{F{Y)). 

La proposition s’ensuit. 

(iii) Cela resulte de (ii) et ll.4.8l iii'). 

(iv) D’apres ll.4.9l ii. d transforme les prefaisceaux separes de i?-modules en des prefaisceaux 
separes de a-i?-modules. La proposition resulte done de ([4] II 3.2(i)). 

(v) Si P est un prefaisceau separe de a-i?-modules, A(P) est un monomorphisme en vertu de 
(ll.4.29.4|l car une limite inductive filtrante de monomorphismes est un monomorphisme (11.4.1811 . 
Inversement, si A(P) est un monomorphisme, P est un sous-prefaisceau d’un prefaisceau separe 
de a-i?-modules; il est done separe. Dans ce cas, a^:{P) est un prefaisceau separe de i?-modules 
d’apres iniii) ; done L o a^:{P) est un faisceau de i?-modules en vertu de ([4] II 3.2(iii)) et par 
suite Fi'P est un faisceau de a-i?-modules d’apres H. 4. 9l il. 

(vi) En effet, la condition est necessaire compte tenu de (|1. 4.29. 411 et elle est sufRsante en vertu 
de (v). 

Proposition 1.4.31. Le foncteur d’inclusion l: a-^ a-'^ admet un adjoint d gauche 

(1.4.31.1) 

tel que le compose toa soit canoniquement isomorphe au foncteur ^o (|1. 4.29. 311 . Pour tout pre¬ 
faisceau de a-R-modules P, le morphisme d’adjonction P ioa(P) se deduit par I’isomorphisme 
precedent du morphisme \{^P) o A(P): P —>■ .if o F^’{P). 

En effet, d’apres 11.4.301 il existe un foncteur a: a-^ a-^ tel que t o a = .if o .if. On a un 

morphisme de foncteurs 

(1.4.31.2) id^ioa, 

defini pour tout prefaisceau de a-P-modules P, par le morphisme A(.ifP) o A(P): P .if o 
.if (P). Si P est un faisceau de a-P-modules, A(.ifP) o A(P) est un isomorphisme. On en deduit un 
isomorphisme toaoif46 et par suite un isomorphisme 

(1.4.31.3) a o t —>• id. 

On verifie aussitot que les morphismes (|1. 4.31. 211 et (ll.4.31.3|l font de a un adjoint a gauche de i ; 
d’oii la proposition. 

Definition 1.4.32. Pour tout prefaisceau de a-P-modules P, on appelle a(P) le faisceau 
associe a P (11.4.31.111 . 
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Proposition 1.4.33. (i) Le foncteura (jl. 4.31. Ill commute aux limites inductives et est exact. 
(ii) Les \i-limites inductives dans a-^ sont representables. Pour toute categoric \]-petite I et 
tout foncteur tp: I ^ a-'^, le morphisme canonique 

(1.4.33.1) lim (p —>■ a(lim (. o (p) 

/ 


est un isomorphisme. 

(iii) Les V-limites projectives dans a-'^ sont representables. Pour tout objet X de 'W, le foncteur 
F i-A F{X) commute aux limites projectives; i.e., le foncteur d’inclusion l: a-‘^ —>■ a-‘^ commute 
aux limites projectives. 

En effet, a commute aux limites inductives et l commute aux limites projectives d’apres ri.4.311 
Soit V un uni vers tel que e V et U C V. Comme les limites projectives commutent aux limites 
projectives, il resulte de 11.4.171 et (11.4.21.71) que pour tout X G Oh(f^) et tout crible ^ de X, le 
foncteur (11.4. 21. 5p 

(1.4.33.2) a-#u a-Modv(i?), F ^ F{^) 

commute aux limites projectives. Les propositions (ii) et (iii) s’ensuivent compte tenu de 11.4.171 
Comme t o a ~ .if o.if d’aDres [1.4.31l et que .if est exact a gauche en vertu de ll.4.30T il. a est exact 
a gauche et done exact; d’ou la proposition (i). 

Proposition 1.4.34. La categoric a-'^ est une categoric abelienne verifiant I’axiome (AB 5) 

de dH] § 1.5). 

II resulte de 11.4.181 et 11.4.331 que a-^ est une categorie additive oil les noyaux et les conoyaux 
sont representables. Plus precisement, soit u: E —?> G un morphisme de a-^. D’apres fl.4.331 on a 
des isomorphismes canoniques 

(1.4.34.1) i(ker(M)) ker(t(u)), 

(1.4.34.2) coker(M) a(coker((.(M))). 

On en deduit un isomorphisme canonique 

(1.4.34.3) coim(u) a(coim(i(M))). 

Montrons que le morphisme canonique coim(M) im(it) est un isomorphisme. D’aDres ll.4.33l iiil. 
il suflit de montrer que la suite 

(1.4.34.4) 0 —>■ i(coim(u)) —>■ i(G) (.(coker(M)) 

est exacte. Compte tenu de (11.4.34.2^ et (ll.4.34.3|) et comme le morphisme d’adjonction id ^ a o i 
est un isomorphisme, cette suite est isomorphe a I’image par le foncteur t o a de la suite 

(1.4.34.5) 0 —>■ coim(i('u)) t(G) coker(t('u)). 

Or, cette suite est exacte et le foncteur t o a est exact a gauche d’apres ri.4.331 Par suite, est 
une categorie abelienne. Comme a-^ est une categorie abelienne verifiant (AB 5) (|1.4.18|1 . il en 
est de meme de a-^ en vertu de ll. 4. 331 
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1.4.35. On identifie la categorie Mod(_R^) a la categorie des U-faisceaux de i?-modules sur 
([4] II 6.3.1). D’apres [1.4.9l il. le foncteur a (|I.4.19.1[) transforme les faisceaux de i?-modules en 
des faisceaux de a-ii-modules. II definit done un foncteur 

(1.4.35.1) a: Mod(ii._^) ^ 
qui s’insere dans un diagramme commutatif 

(1.4.35.2) Mod(%) —^ a-^ 

i i 

Mod(%) —^ a-f 

ou i est L sont les foncteurs d’injection canoniques. D’apres II. 4. 23l iiil. 5 transforme les a-isomor- 
phismes en des isomorphismes. II induit done un foncteur 

(1.4.35.3) /r: a-Mod(i?.^) ^ a-^. 

D’autre part, le foncteur ct* (I1.4.19.3P transforme les faisceaux de a-i?-modules en des faisceaux 
de i?-modules d’apres fl. 4. 251 II induit done un foncteur 

(1.4.35.4) CT* : Mod(%). 

On note v le foncteur compose 

(1.4.35.5) p = a o (T^ : —?> a-Mod(i?,^), 

ou a est le foncteur de localisation pour les (it!,^)-modules (11.4.221) . D’apres [1.4.191 le foncteur ct* 
est un adjoint a droite de 5; le morphisme d’adjonction 5 o > id est un isomorphisme; et le 
morphisme d’adjonction id —ct* o 5 induit un isomorphisme 5 5 o 5 ^ o d. 

L’isomorphisme 5 o tr^, ^ id induit un isomorphisme 

(1.4.35.6) ^ o p ^ id. 

D’apres II. 4. 23r iiil. le morphisme d’adjonction id ^ ct* o 5 induit un isomorphisme a —> p o /i o a. 
On en deduit un isomorphisme 

(1.4.35.7) id ^ p o 

On verifie aussitot que les isomorphismes (I1.4.35.6P et (11.4.35.71) font de v un adjoint a droite de /r. 
Par suite, fi et v sont des equivalences de categories, quasi-inverses Tune de I’autre. Ce sont done 
des foncteurs exacts 1 |16| I § 1 prop. 13). II s’ensuit que le foncteur a est aussi exact. 

Proposition 1.4.36. Le diagramme 

(1.4.36.1) Mod(%) —^ Mod(i7,^) 



a-^ - - -^ a-^ 


ou a est le foncteur (|1.4.31.ip et a est le foncteur ‘faisceau de R-modules associe” (|4] II 6.4), est 
commutatif a isomorphisme canonique pres. 
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En effet, notant i: Mod(i?<^) —Mod(i?^) le foncteur d’injection canonique, on a un iso- 
morphisme canonique i o a. ^ L o L ([^ II 3.4 et 6.4). Par suite, en vertu de ll.4.30I iii'). on a un 
isomorphisme canonique 

(1.4.36.2) a o i o a ^ o a o a. 

La proposition s’ensuit puisqu’on a,aoi = Loa (11.4.35.11) . 

Proposition 1.4.37. La categorie abelienne a-'¥’ admet une famille de generateurs, indexee 
par un ensemble appartenant d U. 

Cela resulte de ll. 4. 351 f|4| II 6.7) et i |16| III § 2 lem. 4). 

1.4.38. Pour tout i?“-module P, on appelle faisceau de a-R-modules constant de valeur P 
sur ^ et I’on note le faisceau associe au prefaisceau de a-i?-modules constant de valeur P sur 
(11.4.161) . D’apres 11.4.361 pour tout i?-module M, notant le faisceau constant de valeur M 
sur on a un isomorphisme canonique 

(1.4.38.1) 

On munit a-1^ de la structure de categorie abelienne tensorielle deduite de celle de Q!-Mod(i?,^) 
(11.4.4.11) via I’equivalence de categories /i (|1.4.35.3p ; on note le produit tensoriel dans a-^. Le 
foncteur a est done monoi’dal : pour tous i?.^-modules M et N, on a un isomorphisme canonique 

(1.4.38.2) a{M ®r^N) M°‘ 

D’apres (11.4.38.11) . R% est un objet unite de a-'^. 

© 

Proposition 1.4.39. Pour tous prefaisceaux de a-R-modules M et N sur'^, on a un isomor¬ 
phisme canonigue fonctoriel 

(1.4.39.1) ^M)®r-^^N) ^a{M (S>r<^N), 

oil M ®R’^_ N designe le produit tensoriel dans a-^ (11.4.16.11) . 

Cela resulte aussitot de 11.4.36] et ([4] IV 12.10) puisque le foncteur u (11.4.19.21) est une equi¬ 
valence de categories tensorielles. 

1.4.40. Considerons les foncteurs adjoints (11.4.311) 

(1.4.40.1) a-‘jf 

a 

D’apres 11.4.391 pour tout objet A de on a un isomorphisme canonique 

(1.4.40.2) a(t(A) (g)^- l{A)) ^ A ®r^ A. 

On en deduit par adjonction que la donnee d’une structure de monoi’de commutatif unitaire de a-‘^ 
sur A est equivalente a la donnee sur i{A) d’une structure de monoi'de commutatif unitaire de a-^. 
Par suite, la donnee d’un monoi’de commutatif unitaire de est equivalente a la donnee d’un 
prefaisceau sur a valeur dans a-Alg(i?) (11.4.111) dont le prefaisceau de a-i?-modules sous-jacent 
est un faisceau (11.4.201) . On note Alg{a-^) la categorie des mono'ides commutatifs unitaires de 
a-'if. 
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De meme, la donnee d’un monoi’de commutatif unitaire de Mod(i?^) est equivalente a la 
donnee d’une (i?^)-algebre de ^ ([4] II 6.3.1 et IV 12.10). On note A\g,{R^) la categorie des 
monoi'des commutatifs unitaires de Mod(i?.^). 

Le foncteur a (ll.4.35.1|) etant monoi’dal, 11 induit un foncteur que Ton note encore 

(1.4.40.3) a: Alg(%) ^ Alg(a-#). 

Compte tenu de ll. 4. Ill le foncteur 5, (ll.4.35.4|l induit un foncteur que I’on note encore 

(1.4.40.4) (f* : Alg(Q;-'^) —^ Alg(i?.^). 

D’apres 11.4.121 est un adjoint a droite de 5; le morphisine d’adjonction 5 o 5* —>■ id est un 
isomorphisme; et le morphisme d’adjonction id —>■ ct* o 5 induit un isomorphisme 5 —>■ 5 o o 5. 

1.4.41. Dans ce numero, si D est une (i?^)-algebre de (resp. une i?-algebre), nous affec- 
terons d’un indice D le foncteur de localisation a (11.4.2.11) pour les D-modules. 

Soit A une (i?^)-algebre de On pose B = 5(A) (ll.4.40.3|) et on designe par Mod(i3) la 
categorie des B-modules unitaires de a-^. II resulte aussitot de ll.4.39l aue la donnee d’une structure 
de i?-module unitaire sur un faisceau de a-i?-modules M est equivalente a la donnee pour tout 
X S Oh{‘rf) d’une structure de ai{(A(A))-module unitaire sur M{X) dans le sens de 11.4.131 telles 
que pour tout morphisme A —>■ V de le morphisme M{Y) —>■ M{X) soir lineaire relativement 
au morphisme de i?“-algebres aR{A{Y)) aR{A{Xj). 

Le foncteur 5 (ll.4.35.1|l etant monoi'dal, il definit un foncteur 

(1.4.41.1) Mod(A) ^ Mod(S). 

Celui-ci transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes d’apres [1.4.231 1111. II induit done un 
foncteur (11.4.2211 

(1.4.41.2) b: a-Mod(A) -A Mod{B). 

On pose A' = 5*(i3) (ll.4.40.4p . D’apres |1.4.40L on a un homomorphisme canonique de 
algebres A: A —>■ A', qui induit un isomorphisme 5(A) ^ 5(A'). Compte tenu de ll.4.131 le foncteur 
5* (|1.4.35.41) induit un foncteur 

(1.4.41.3) ?': Mod(B) ^ Mod(A'). 

Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur 

(1.4.41.4) r* : Mod(i3) —>■ Mod(A). 

On pose 

(1.4.41.5) t = aA o % '■ Mod(il) —> Q;-Mod(A). 

D’apres fl.4.13l et ll.4.19l le foncteur t* est un adjoint a droite de /3 ; le morphisme d’adjonction 
/Jot), —id est un isomorphisme; et le morphisme d’adjonction id —>■ r* o/J induit un isomorphisme 
/3 A) /3 o t) o /3. ^ 

L’isomorphisme /3 o t) ^ id induit un isomorphisme 

(1.4.41.6) 6 o t ^ id. 

D’apres II. 4. 231 1111. le morphisme d’adjonction id —^ t) o/J induit un isomorphisme aA —t toboaA- 
On en deduit un isomorphisme 

(1.4.41.7) 


id A) t o &. 
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On verifie aussitot que les isomorphismes (II. 4.41. 6|) et (jl.4.41.7|) font de t un adjoint a droite de b. 
Par suite, b et t sont des equivalences de categories, quasi-inverses Tune de I’autre. 

1.5. Conditions de a-finitude 

1.5.1. Les hypotheses et notations de ll.4.1l sont en vigueur dans cette section. On se donne, 
de plus, un U-topos ^ (11.1.31) annele par une i?-algebre A ([^ IV 11.1.1). Nous considerons toujours 
^ comme muni de sa topologie canonique ([4] II 2.5), qui en fait un U-site. Pour tout objet X de 

le topos sera annele par I’anneau A\X (jl.1.61) . 

1.5.2. Soit 7 S i?. On dit qu’un morphisme de ^-modules est un j-isomorphisme si son 
noyau et son conoyau sont annules par 7 . 

On appelle suite de A-modules un complexe de longueur finie de ^-modules, a differentielle 
de degre 1, le degre etant ecrit en exposant. On dit qu’une suite de 7l-modules est j-exacte si ses 
groupes de cohomologie sont annules par 7 , et qu’elle est a-exacte si elle est 7 -exacte pour tout 

7 G m. 

Definition 1.5.3. Soient F un A-module, n un entier > 0, 7 £ i?. 

(i) On dit que F est de n-presentation j-finie si la sous-categorie pleine de formee des 
objets X tels qu’il existe une suite 7 -exacte (11.5.21) 

(1.5.3.1) - >E°^F\X^0, 

avec i?* un (A|V)-niodule libre de type fini pour tout —n < i < 0, est un raflinement de 
I’objet final de tT. On dit que F est de type 'y-fini (resp. presentation 'y-finie) s’il est de 
0 -presentation 7 -Hnie (resp. 1 -presentation 7 -finie). 

(ii) On dit que F est de n-presentation a-finie s’il est de n-presentation 7 -Hnie pour tout 
7 G m. On dit que F est de type a-fini (resp. presentation a-finie) s’il est de 0-presentation 
a-finie (resp. 1 -presentation a-finie). 

(iii) On dit que F est a-coherent s’il est de type a-fini et si pour tout objet X de .t?" et tout 
(Gl|V)-morphisme u: E ^ F\X, ou E est un (A|V)-module libre de type fini, ker(n) est un 
(7l|V)-module de type a-fini. 

Si 7 est une unite de R, la notion de n-presentation 7 -finie correspond a la notion standard de 
n-presentation finie introduite dans ([^ I 2.8). La notion de a-coherence est modelee sur la notion 
standard de coherence (mi 3.1). 

Remarque 1.5.4. (i) Supposons que ^ soit le topos ponctuel, annele par un anneau standard 
A. Pour qu’un A-module F soit de type a-fini (resp. presentation a-finie), il faut et il sulfit que 
pour tout 7 G m, il existe un 7 -isomorphisme f: G ^ F avec G un ^-module de type fini (resp. 
de presentation finie) (I1.5.2L 

(ii) Nous donnerons dans ll.6T5l un cas interessant pour lequel on dispose d’une caracterisation 
des modules de type a-fini (resp. presentation a-finie) similaire a celle pour le topos ponctuel (i). 

Lemme 1.5.5. Soient G R, E ^ F un 'y-isomorphisme de A-modules, n un entier > 0. 

(i) Si E est de n-presentation -finie, E est de n-presentation "/"f'-finie. 

(ii) Si E est de n-presentation j'-finie, E est de n-presentation 'y'^^'-finie. 

L’assertion (i) est immediate et I’assertion (ii) resulte aussitot de ll. 4. 31 

Lemme 1.5.6. Soient f:E^Fun morphisme de A-modules qui est un a-isomorphisme, n 
un entier > 0. Pour que E soit de n-presentation a-finie (resp. a-coherent), il faut et il suffit qu’il 
en soit de mime de E. 
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L’assertion relative a la n-presentation a-finie resulte aussitot de 11.5.51 Supposons que F soit 
a-coherent et montrons que E est a-coherent. On sail deja que E est de type a-fini. Soient X 
un objet de 3", E' un (A|X)-module libre de type fini, u: E' ^ E\X un (A|X)-morpliisme. Le 
morphisme canonique ker(it) —>■ k;er(/ o u) etant un a-isomorphisme, on en deduit que ker(u) est 
un (Al|X)-module de type a-fini. Par suite, E est a-coherent. Inversement, supposons que E soit 
a-coherent et montrons que E est a-coherent. On sait que F est de type a-fini. Soient X un objet 
de F' un (A|X)-module libre de type fini, v: F' ^ F\X un (A|X)-niorphisnie. Pour tout 7 G m, 
il existe un 7 ^-isomorphisme g: F ^ E (ll.4.3p . Le morphisme canonique ker(t;) —>■ ker(g o v) est 
done un 7 ^-isomorphisme. Comme ker (5 o v) est de type a-fini, on deduit que ker(t;) est de type 
7 ®-fini d’aDres ri.5.5l iif et est done de type a-fini. Par suite, E est a-coherent. 

Lemme 1.5.7. Soient f: —>■ {^,A) un morphisme de topos anneles, 7 G i?. 

(i) Si u: E ^ E est un 'j-isomorphisme de A-modules, alors f*{u)\ f*{E) —>■ f*{E) est un 
'y'^-isomorphisme. 

(ii) Si E ^ E — >-0 est une suite j-exacte de A-modules, son image inverse f*{E) —>■ 
f*{F) —5> f*{G) —>■ 0 est 'y'^-exacte. 

(iii) Si F est un A-module de type "f-jini (resp. de presentation 'y-finie, resp. de type a-fini, resp. 
de presentation a-finie), son image inverse f*{F) est de type 'y-fini (resp. de presentation 
'y'^-finie, resp. de type a-fini, resp. de presentation a-finie). 

(i) Cela resulte aussitot de 11.4.31 

(ii) Notant G' le conoyau du morphisme E ^ F, il revient au meme de dire que la suite 
i? —5> F —>■ G —>■ 0 est 7 -exacte ou que le morphisme induit G' —?> G est un 7 -isomorphisme. La 
proposition resulte alors de (i). 

(iii) Cela resulte aussitot de (ii) et des definitions. 

Lemme 1.5.8. Soient X un objet de jX, F un A-module. Si F est a-coherent, il en est de 
meme du (A\X)-module F\X. 

Cela resulte aussitot des definitions 11.5.31 

Lemme 1.5.9. Soient (Xi)i^j un raffinement de I’objet final de jX, F un A-module, n un 
entier > 0, j € R. Si pour tout i G I, le (A\Xi)-module F\Xi est de n-presentation 'y-finie (resp. 
de n-presentation a-finie, resp. a-coherent), il en est de meme de F. 

Cela resulte aussitot des definitions 11.5.31 

Proposition 1.5.10. Soient F un A-module, n un entier > 0, 7 G i?. Supposons que X soit 
equivalent au topos des faisceaux de U-ensem 6 /es sur un \]-site Pour tout objet X de on 
note X^ le faisceau associe a X. Alors, 

(i) Pour que F soit de n-presentation 'y-finie, il faut et il sujfit que pour tout U G Ob('^), la 
sous-categorie pleine de yu formee des objets X ^ U tels qu’il existe une suite "f-exacte 

(1.5.10.1) E-^ ^ E-^+^ ^ - > E° -)■ F\X^ -)■ 0, 

avec F® un {A\X^)-module libre de type fini pour tout —n < i < 0, soit un raffinement de 
U. 

(ii) Pour que F soit a-coherent, il faut et il sujfit que F soit de type a-fini et que pour tout 
X G Ob('^) et tout morphisme u: E ^ F\X^, ou E est un (A\X^)-module libre de type fini, 
ker(u) soit un {A\X^)-module de type a-fini. 


Cela resulte aussitot de ll. 5. 91 et (|4] II 4.4 et 4.10). 
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1.5.11. Soient j € R, 
(1.5.11.1) 


E——-^G ^0 


0-^ E' F' —^ G' 


un diagramme commutatif de ^-modules tel que les lignes soient 7-exactes. Ce dernier induit des 
morphismes E' —> ker(i;') et coker(it) —G et un diagramme commutatif 


E- 


F -^ coker(u) 


0 


(1.5.11.2) 


0-^ ker(u')-^ F' - - —^ G' 

On en deduit un diagramme commutatif 

(1.5.11.3) ker(e) coker(e) 


ker(e')-^ ker(/)-^ ker((7')-^ coker(e')-^ coker(/)-^ coker)^') 


ker(5) 


d 

coker (5) 


ou la ligne centrale est exacte, a est iiijectif et d est surjectif. II resulte aussitot des hypotheses que 
a, 5, c et d sont des 7-isomorphismes. En particulier, les suites (ui,ui) et {u'i,Vi) sont 7^-exactes. 

Proposition 1.5.12. Soient 7,7', 7" et A des elements de R , 0 ^ F' ^ F ^ F" 0 une 
suite X-exacte de A-modules. 

(i) Si F est de type 'y-fini, F" est de type [X'y)-fini. 

(ii) Si F' est de type "f'-fini (resp. presentation 'y'-finie) et F" est de type y'-fini (resp. pre¬ 
sentation y'-finie), F est de type {\^yy')-fini (resp. presentation {X^y^y')-finie). 

(iii) Si F est de type 'y-fini et F" est de presentation y'-finie, F' est de type {X^^y'y-fini. 

(iv) Si F est de presentation 'y-finie et F' est de type y-fini, F" est de presentation {Xj^y)- 
finie. 

(i) C’est immediat. 

(ii) La question etant locale, on pent supposer qu’il existe des morphismes A-lineaires /': E' ^ 
F' et /" : E" —>■ F" avec E' et E" des yl-modules libres de type fiiii dont les conoyaux sont aiinules 
par y et 7" respectivement. Notons u': E' ^ F \e morphisme induit par /'. D’autre part, il 
existe un morphisme u": E" F qui releve Xf". On voit aussitot que le conoyau du morphisme 
u' -\-u": E' ®E" —>• F est annule par A^y'y". Par suite, F est de type (A^7'7")-fini. D’apres 11.5.Ill 
on a une suite (A^7')-exacte 

(1.5.12.1) 0 —>■ ker(/') —7> ker(it' + u") —>■ ker(A/") —?> 0. 

Supposons F' de presentation y'-finie et F" de presentation 7"-fime, et montrons que F est de 
presentation (A'^7'^7")-finie. La question etant locale, on pent supposer de plus ker(/') de type 
y'-fini et ker(/") de type 7"-fiiii. Par suite, ker(A/") est de type (A7")-fiiii. II resulte alors de 
(11.5.12.11) et de ce qui precede que ker(u' -|- u") est de type (A^7'^7")-fini; d’ou I’assertion. 
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(iii) La question etant locale, on pent se bonier au cas ou 11 existe une suite 7 "-exacte 

(1.5.12.2) G" E" -A- F" — ^ 0 

avec E" et G" des A-modules libres de type fini. II existe alors un diagramme commutatif 

(1.5.12.3) g"^^E''^^F" -^0 

V U 

0-^ F' -^ F -^ F" -^ 0 

Les lignes etant (A^ 7 ")-exactes, le morphisme canonique coker(u) —5> coker(it) est un (A"^ 7 "^)- 
isomorphisme en vertu de ll. 5. Ill D’apres (i), coker(u) est de type 7 -fini. Done coker(z;) est de type 
(A® 7 "''^ 7 )-fini en vertu de (ii) ou de 11.4.31 Compte tenu de la suite exacte 0 ^ im(u) F' ^ 
coker(u) —>• 0, on en deduit par (ii) que F' est de type (A® 77 "‘^)-fini. 

(iv) La question etant locale, on pent se borner au cas ou il existe un >l-module libre de type 
fini F et un morphisme A-lineaire f: F F dont le conoyau est annule par 7 et dont le noyau 
est de type 7 -fini. Notons u: F ^ F" le morphisme donne et posons f" = uof:E^ F". On a 
alors une suite exacte 

(1.5.12.4) 0 —>■ ker(/) ker(/") ker(M) —)• coker(/). 

Le conoyau du morphisme canonique F' —> ker(u) est annule par A. Par suite, ker(u) est de type 
(A 7 ')-fini. On en deduit que ker(/") est de type (A 7 ^ 7 ')-fini en vertu de (ii). Comme coker(/") est 
annule par A 7 , F" est de presentation (A 7 ® 7 ')-finie. 

COROLLAIRE 1.5.13. Soit 0 ^ F' ^ F ^ F" 0 une suite a-exacte de A-modules. Alors, 

(i) Si F est de type a-fini, il en est de meme de F". 

(ii) Si F' et F" sont de type a-fini (resp. presentation a-finie), il en est de meme de F. 

(iii) Si F est de type a-fini et F" est de presentation a-finie, F' est de type a-fini. 

(iv) Si F est de presentation a-finie et F' est de type a-fini, F" est de presentation a-finie. 

Proposition 1.5.14. Soit 0 ^ F' ^ F ^ F" — > 0 une suite a-exacte de A-modules. Si deux 
A-modules sont a-coherents, il en est de meme du troisieme. 

Supposons d’abord que F et F" soient a-coherents. D’aores ri.5.13l iiiL F' est de type a-fini. 
La question etant locale, on pent supposer qu’il existe un morphisme A-lineaire et a-surjectif 
w: A'^ —>• F. Comme F" est coherent, F = ker(u o w) est de type a-fini. Il en est alors de meme 
de w{E) C F, qui est done a-coherent. L’injection canonique w{E) ker(u) et le morphisme 
canonique F' —^ ker(u) sont des a-isomorphismes. On en deduit que F' est a-coherent d’apres 

MM 

Supposons ensuite que F et F' soient a-coherents. Il est loisible de remplacer F' par ker(z;) 
(11.5.61) . Le morphisme canonique coker(u) F" etant un a-isomorphisme, on pent supposer que 
e’est un isomorphisme (11.5.61) . D’apres ll.5.13l iL F" est de type a-fini. Soient X un objet de 3", 
f: {A\X)‘^ —^ F''\X un morphisme (yl|X)-lineaire. Montrons que ker(/) est de type a-fini. La 
question etant locale, on pent supposer qu’il existe un morphisme (yl|X)-lineaire /': {A\X)'^ 
F\X tel que f = v o f. Comme F' est de type a-fini, on pent supposer qu’il existe un morphisme 
(A|Ar)-lineaire et a-surjectif h\ {A\X)’^ —>■ F'\X. On en deduit un morphisme g: (A|X)"*+" ^ 
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F\X qui s’insere dans un diagramme commutatif 


(1.5.14.1) 


F' 


X 


U 


X 


F"\X 


h 


9 


f 


{A\X)^ —^ {A\X)^+^ (^ 1 ^)” 

on identifiant a (AlX)"^ © (^|X)", i{x) = a; + 0 et 7r(a; + x') = x'. On en deduit une 

suite exacte 


(1.5.14.2) ker(g) ker(/) —>• coker(/i). 

Par hypothese, ker(( 7 ) est de type a-fini et coker(/i) est a-nul; done ker(/) est de type a-fini, ce 
qui prouve que F" est a-coherent. 

Supposons enfin que F' et F" soient a-coherents. II est loisible de remplacer F' par ker(z;) 
(ll.5.6|l . D’aores ll.5.13l iii. F est de type a-fini. Soient X un objet de f: (^|X)" —>■ F\X un 
morphisme (y4|X)-lineaire. Montrons que ker(/) est de type a-fini. Comme F" est a-coherent, 
ker(u o /) est de type a-fini. La question etant locale, on pent supposer qu’il existe un mor¬ 
phisme (y4|X)-lineaire et a-surjectif w: {A\X)'^ —>■ ker(uo/). II existe un morphisme (A|X)-hneaire 
/': {A\X)‘^ —>■ F'\X qui s’insere dans un diagramme commutatif 


(1.5.14.3) 


F' 


X 


U 


F 


X 


F"\X 


f f 

{A\X)^ {A\X)^ 


ou w' est induit par w. On en deduit un morphisme (j4|X)-lineaire et a-surjectif ker(/') ker(/). 

Comme F' est coherent, ker(/') est de type a-fini; done ker(/) est de type a-fini d’aDres ri.5.13l il. 
ce qui prouve que F est a-coherent. 


COROLLAIRE 1.5.15. Soit F, G deux A-modules a-coherents, u: F G un morphisme A- 
lineaire. Alors, ker(M), im(u) et coker(u) sont a-coherents. 

En effet, im(u) est clairement de type a-fini; etant un sous-module d’un A-module a-coherent, 
il est a-coherent. La proposition resulte alors de 1 1 .5. l41 appliaue aux suites exactes 0 —>■ ker(u) —>• 
F —>■ im(u) —>■ 0 et 0 —>■ im(u) —>■ G —>■ coker(M) —>• 0. 


1.6. Modules a-coherents sur un schema 

1.6.1. Les hypotheses et notations de 11.4.11 sont en vigueur dans cette section. Pour tout 
i?-schema X, on designe par Mod(^x) la categoric des i^x-modules de X^ar (11-1.121) et par 
a-Mod(^x) la categoric des a-^x-modules, e’est-a-dire le quotient de Mod(^x) par la sous- 
categorie pleine formee des i^x-modules a-nuls fcf. 11.4.2^ . Lorsque nous parlons de i^x-module 
sans preciser, il est sous-entendu qu’il s’agit d’un ^x-module de Xzar- 

Proposition 1.6.2. Soient X un R-schema, F un x-'module. Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) Il existe un -module quasi-coherent G et un isomorphisme de a-^x-modules a{F) —> 
a(G). 

(ii) Pour tout x G X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un ffjj-module quasi- 
coherent G et un isomorphisme de a-^jj-modules a{F\U) a{G). 

(iii) Le ffx-module F est quasi-coherent. 
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On a clairement (i)=^(ii). Montrons (ii)^(iii). La question etant locale, on pent supposer la 
condition (i) remplie. D’apres ll.4.23f ivl. il existe done un -module quasi-coherent G et un a- 
isomorphisme u: m O/j F ^ G. Comme m m ~ m, le morphisme m F ^ m G induit par 
u est un isomorphisme en vertu de ll.4.23F iiil ; d’ou la condition (iii). Enfin, I’implication (iii)=>(i) 
est immediate puisque le morphisme canonique xn(E)R F F est un a-isomorphisme. 

Definition 1.6.3. Soient X un i?-schema, F un ^x-module. On dit que F est a-quasi-coherent 
s’il remplit les conditions de ll. 6. 21 

Lemme 1.6.4. Soient X un R-schema coherent (i.e., quasi-compact et quasi-separe), 'y G R, F 
un ffx-n^odule quasi-coherent de type "f-fini (1:131). Alors, il existe un ii’x-module quasi-coherent 
de presentation finie G et un morphisme ffx-Hneaire f:G^F de conoyau annule par 7 . 

En effet, d’apres ([23] 6.9.12), F est isomorphe a la limite inductive d’un systeme inductif 
filtrant de ^x-modules de presentation finie {Fi)i^i. Pour tout i G I, notons fi'. Fi -G E le 
morphisme canonique. Montrons qu’il existe z G J tel que le conoyau de fi soit annule par 7 . 
Comme X est quasi-compact et que la categoric I est filtrante, on pent supposer qu’il existe un 
morphisme ^x-lineaire u: E ^ F avec E un ^x-module libre de type fini, dont le conoyau est 
annule par 7 . Il existe i G I et un morphisme ^jc-lineaire Mi: E ^ Fi tel que u = fio m. Par suite, 
le conoyau de fi est annule par 7 ; d’ou la proposition. 

Proposition 1.6.5. Soient X un R-schema coherent (i.e., quasi-compact et quasi-separe), F 
un ffx-module a-quasi-coherent. Pour que F soit de type a-fini (resp. presentation a-finie) (11.5.31) . 
il faut et il suffit que pour tout 7 G m, zl existe un 'y-isomorphisme f: G ^ F avec G un ffx-module 
quasi-coherent de type fini (resp. de presentation finie). 

Considerons d’abord I’assertion non-respee. La condition est clairement suffisante. Inversement, 
supposons F de type a-fini et montrons que la condition est satisfaite. Soit 7 G m. On pent se 
borner au cas ou F est quasi-coherent (11.6.21) . D’aDres ri.6.4l il existe un ^x-module quasi-coherent 
de presentation finie G' et un morphisme ^jf-hneaire f':G'^F de conoyau annule par 7 . Le 
morphisme /: im(/') F induit par /' satisfait alors a la condition pour 7 . 

Considerons ensuite I’assertion respee. La condition est clairement sufhsante. Inversement, 
supposons F de presentation a-finie et montrons que la condition est satisfaite. Soit 7 G m. On 
pent se borner au cas ou F est quasi-coherent (11.6.21) . D’apres [1.6. 41 il existe un ^x-module quasi- 
coherent de presentation finie G' et un morphisme ii’x-tinea.ire f':G'^Fde conoyau annule 
par 7 . En vertu de 11.5.121 1111. ker(/') est quasi-coherent de type 7 ^^-fini. D’apres 11.6.41 il existe 
un -module quasi-coherent de presentation finie G" et un morphisme /": G" G' tel que 
f'of" = 0 et que ker(/')/im(/") soit annule par 7 ^^. Le morphisme /: G'/im(/") ^ F induit par 
/' repond alors a la condition pour 7 ^^. 

COROLLAIRE 1.6.6. Soient X un R-schema affine d’anneau A, F un ffx-module a-quasi- 
coherent. Pour que F soit de type a-fini (resp. de presentation a-finie), il faut et il suffit que le 
A-module r(X, mOfl F) soit de type a-fini (resp. de presentation a-finie). 

Compte tenu de ll. 5. 61 on pent se reduire au cas ou F est quasi-coherent; il faut alors demontrer 
que F est de type a-fini (resp. de presentation a-finie) si et seulement si le A-module r(X, E) est 
de type a-fini (resp. de presentation a-finie). Cette assertion resulte de ll.6.5l 

Proposition 1.6.7. Soient f: X' ^ X un R-morphisme fidelement plat et quasi-compact de 
R-schemas, F un i^x-module a-quasi-coherent. Pour que F soit de type a-fini (resp. de presenta¬ 
tion a-finie), il faut et il suffit que son image inverse F' sur X' le soit. 
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En effet, la condition est necessaire en vertu de ll.5.71 Montrons qu’elle est sufEsante. On pent 
suppose! X affine. Rempla§ant X par une somme d’ouverts affines qui recouvrent X\ on est ramene 
au cas on X' est egalement affine. L’assertion resulte alors de ll. 6 . di et V.8.1 et V.8.5). 

Proposition 1.6.8. Soient X un R-schema coherent, F un ffx-fnodule a-quasi-coherent. 
Supposons que I’anneau ffx soit coherent. Alors, les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) F est a-coherent (ITXa .- 

(ii) F est de presentation a-finie; 

(iii) pour tout 7 S m, existe un ^-isomorphisme G ^ F avec G un Gx -module coherent. 

On a clairement (i)=>(ii). L’implication (ii)^(iii) resulte de ll. 6. 51 Montrons (iii)=>(i). Suppo¬ 
sons la condition (iii) satisfaite. D’anres [1.6.51 F est de type a-fini. II suflit done de montrer que 
pour tout morphisme ^x-lineaire f: E ^ F oii E est un ^x-module libre de type fini, ker(/) est 
de type a-fini. Soient j G m, g: G ^ F un 7 -isomorphisme tel que G soit un ^x-module coherent. 
II existe un morphisme ^x-lineaire /': E —>• G tel que g o f = 7 /. Le conoyau de I’injection 
canonique ker(/') —>■ ker( 7 /) est annule par 7 . Par ailleurs, la multiplication par 7 dans E induit 
un morphisme ker( 7 /) —^ ker(/) dont le conoyau est clairement annule par 7 . On en deduit un 
morphisme ^x-lineaire ker(/') —>■ ker(/) dont le conoyau est annule par 7 ^. Comme G est coherent, 
ker(/') est de type fini. Par suite, ker(/) est de type 7 ^-fini et done de type a-fini. 

COROLLAIRE 1.6.9. Soient f: X' ^ X un R-morphisme fidelement plat et quasi-compact 
de R-schemas, F un Gx-'module a-quasi-coherent. Supposons que les anneaux Gx et Gx' soient 
coherents. Pour que F soit a-coherent, il faut et il suffit que son image inverse F' sur X' le soit. 

Cela resulte de 11.6.81 et 11.6.71 

Definition 1.6.10 (n 1.4.1). On dit qu’un anneau A est universellement coherent si I’anneau 
de polynomes A[ti,... ,tn\ est coherent pour tout entier n > 0 . 

Theoreme 1.6.11. Soient Y un R-schema, f:X^Y un morphisme propre de presentation 
finie, F un Gx-module a-quasi-coherent et a-coherent. Supposons que Y admette un recouvrement 
par des ouverts ajfines (Ui)i^i tels que T{Ui, Gy) soit universellement coherent pour tout i G F 
Alors, pour tout entier g > 0, R'^/»(E') est un Gy-module a-quasi-coherent et a-coherent. 

On notera d’abord que les anneaux Gx de X^ar et Gy de l^ar sont coherents d’apres ([l] 
1.4.2 et 1.4.3). Par ailleurs, la question etant locale sur Y, on pent le supposer affine, de sorte 
que X est coherent. Le morphisme canonique R'^/*(m®/j F) —>■ R'J/*(F) est un a-isomorphisme 
(ll.4.3|) . Comme m^nF est quasi-coherent, R'?/*(m O/j F) est quasi-coherent et done R'^/*(F) est 
a-quasi-coherent. Par ailleurs, pour tout 7 G m, il existe un 7 -isomorphisme u: G ^ F avec G 
un ^x-module coherent d’aDres fl.b.bl II existe done un morphisme ^x-lineaire ri: F —)> G tel que 
u o V = 7 ^ • idp et u o u = 7 ^ • idc (|1.4.3I) . En vertu de ([Tj 1.4.8), le ^v-module R'^/*(G) est 
coherent. Par suite, R'^/,(F) est a-coherent (11.6.81) . 

COROLLAIRE 1.6.12. Soient Y un R-schema affine d’anneau A, f: X ^ Y un morphisme 
propre de presentation finie, F un Gx-module a-quasi-coherent et a-coherent. Supposons que Y 
admette un recouvrement par des ouverts affines {Ui)i£i tels que T{Ui, Gy) soit universellement 
coherent pour tout i G I. Alors, pour tout entier q >0, le A-module H'^(X, F) est a-coherent. 

On notera d’abord que I’anneau Gx de Xzar est coherent (|T] 1.4.2 et 1.4.3). Pour tout 7 G m, 
il existe un 7 -isomorphisme u: G ^ F avec G un ^x-module coherent d’aDres ri.6.81 II existe done 
un morphisme ^x-lineaire v: F ^ G tel que uov = 7 ^-idF et vou = ■ idc (|1.4.3I) . En vertu de 

(HI 1.4.8 et 1.4.3), le Al-module H'J(X, G) est coherent. Par suite, H'J(X, F) est a-coherent (11.6.81) . 
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Remarque 1.6.13. On notera que m 1-4.8), utilise dans les preuves de 11 . 6.111 et 11 . 6.121 est 
un corollaire d’un theoreme de Kiehl (' |34| 2.9’a) (cf. [1] 1.4.7) 

1.7. Rappel sur les extensions a-etales 

1.7.1. Les hypotheses et notations de 11.4.11 sont en vigueur dans cette section. On renvoie 
a ([^ V) pour les definitions et les principales proprietes des notions utilisees en a-algebre (ou 
presque-algebre dans loc. cit.) : modules a-projectifs (loc. cit. V.3.2), a-plats (loc. cit. V.6.1) et 
a-fidelement plats (loc. cit. V.6.4) et a-rang d’un module a-projectif de type a-fini (loc. cit. V.5.14). 

Definition 1.7.2 ([^ V.7.1). Soit / : A —>■ R un homomorphisme de i?-algebres. On dit que 
/ est a-etale si les conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) B est a-projectif de type a-fini et de a-rang fini en tant que ^-module; 

(ii) B est a-projectif en tant que B 0^1 R-module. 

On renvoie a ([2] V.7) pour les principales proprietes de cette notion. 

Proposition 1.7.3 (El v.7. 11). Soit f: A ^ B un homomorphisme a-etale de R-algebres tel 
gue pour tout (ou ce qui revient au meme pour un) a G A'*', 7 r“ ne soit un diviseur de zero dans A, 
et que Spec(A) soit normal et localement irreductible ([^ III.3.1). Notons A^^ (resp. B^) I’anneau 
des fractions de A (resp. B) dont les denominateurs sont de la forme 7 r“ pour a G A+, et B' la 
cloture integrate de A dans B^^. Alors, I’homomorphisme canonique B -G B^^ se factorise en 

(1.7.3.1) B -G Hom/{(m, R') — 5 - Hom/i(m, R,r) ^ Rtt, 

oil la premiere fieche est un a-isomorphisme et les autres fleches sont les homomorphismes cano- 
niques (ll.4.11.3|l . En particulier, I’homomorphisme A ^ B' est a-etale. 

En effet, on pent se borner au cas ou A est integre ([^ V.7.4(2) et V.7. 8 ), auquel cas I’assertion 
est demontree dans ([^ V.7.11). 

Definition 1.7.4. Soient A une R-algebre, G un groupe fini, R une A[G]-algebre. On dit 
que R est un a-G-torseur sur A s’il existe un homomorphisme a-fidelement plat A ^ A' et un 
homomorphisme de A'[G]-algebres 

(1.7.4.1) Bi^aA' ^Y[A', 

G 

ou G agit sur le terme de droite par multiplication a droite sur lui meme, qui est un a-isomorphisme. 
On renvoie a ([^ V.12) pour les principales proprietes de cette notion. 

Proposition 1.7.5 ([^ V.12.5). Soient A une R-algebre, G un groupe fini, B un a-G-torseur 
sur A, M un B-module muni d’une action semi-lineaire de G. Alors, le morphisme canonique 
B ®A ^ M est un a-isomorphisme. 

Corollaire 1.7.6 ([2] V.12. 6 ). Soient A une R-algebre, G un groupe fini, B un a-G-torseur 
sur A. Alors, I’homomorphisme naturel A -G B^ est un a-isomorphisme. 

Proposition 1.7.7 m v.12. 8). Soient A une R-algebre, G un groupe fini, B un a-G-torseur 
sur A, M un B-module muni d’une action semi-lineaire de G, Trc le morphisme A-lineaire de M 
defini par X^o-gG'^- ^^ors, pour tout q>l, H'*(G,M) et /Ttg(M) sont a-nuls. 
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Proposition 1.7.8 ([2] V.12.9). Soit A une R-algebre telle que pour tout (ou ee qui revient 
au meme pour un) a € A+, 7 r“ ne soit un diviseur de zero dans A, et que Spec (A) soit normal et 
localement irreductihle ([^ III.3.1). Notons At^ I’anneau des fractions de A dont les denominateurs 
sont de la forme 7 r“ pour a G A+. Soient U un ouvert de Spec(A. 7 r), V ^ U un morphisme etale 
fini et galoisien de groupe G, Y la fermeture integrate de Spec(A) dans V, B = r(y, ffy)- Si B est 
une extension a-etale de A, alors B est un a-G-torseur au-dessus de A. 

On pent se bonier au cas ou U est irreductible ([^ V.7.4(3)). II sufRt alors de calquer la preuve 
de ([2] V.12.9) en remplagant ([2] V.7.11) Dar ll.7.3l 

1.8. Modules de type a-fini sur un anneau de valuation non discrete de hauteur 1 

1.8.1. Dans cette section, R designe un anneau muni d’une valuation non discrete de hauteur 
1, v: R ^ M.. On note m I’ideal maximal de R et on pose A = v{R) et A"*" = u(m). Pour tout 
e G A+, on note tUe I’ideal de R forme des elements x G R tels que v{x) > e. On observera 
que les hypotheses de 11.4.11 sont satisfaites. II est done loisible de considerer dans ce contexte les 
notions introduites dans les sections 11.4111.51 et il. 61 Nous considerons toujours R comme muni de 
la topologie definie par I’ideal tUe pour un element quelconque e G A’*'; e’est un anneau prevaluatif 
separe ([l] 1.9.8). 

Proposition 1.8.2 (II ]1 .12.15). Si R est complet et separe, toute R-algebre topologiquement 
de presentation finie est un anneau universellement coherent ( 11 . 6 . 101 ) . 

1.8.3. Suivant f |42| 2.2), pour tous i?-modules M et N et tout j G m, on dit que M et N 
sont 'y-equivalents et on note M N, s’il existe deux i?-morphismes f: M N et g: N ^ M 
tels que / og = 7 • idAr et go f = "f ■ idM- On dit que M et N sont a-equivalents et on note M k, N 
si M et N sont 7 -equivalents pour tout 7 S m. Les relations et ss sont clairement symetriques. 
Pour tous i?-modules M, V et P et tous 7 , i5 G m, si M N et N fvg P, alors M fVjs P- En 
particulier, la relation k, est transitive. 

1.8.4. Pour tout £ G K>o, on designe par Je I’ideal de R forme des elements x G R tels 
que v{x) > £. Alors Je ~ R. En effet, pour tout 7 G m, il existe 71,72 G R tels que 771 = 72 et 
7'(7i) < £ < 7^(72 )■ Les morphismes i? —>■ Je et /e i? definis par les multiplications par 72 et 7)”^, 
respectivement, montrent que G R. Par ailleurs, comme m • Je = Je, si e ^ A, i? et Jg ne sont 
pas a-isomorphes en vertu de 11.4.61 et (11.4.7.11) . 

Remarques 1.8.5. (i) Deux i?-modules a-isomorphes sont a-equivalents (11.4.31) . La reciproque 
n’est pas vraie (ll.8.4|) . 

(ii) Pour qu’un i?-module M soit de type a-fini (resp. de presentation a-finie) il faut et il suffit 
que pour tout 7 G m, il existe un i?-module de type fini (resp. de presentation finie) N tel que 
M N, d’apres ri.5.4l il et ll.4.31 

Proposition 1.8.6 1 |42| 2.6). Tout R-module de type a-fini est de presentation a-finie. 

COROLLAIRE 1.8.7. Tout sous-R-module d’un R-module de type a-fini est de type a-fini. 

Cela resulte de 11.8.61 et 11.5.131 

Theoreme 1.8.8 ( |42| 2.5). Soit M un R-module de type a-fini. Alors, il existe une unique 
suite decroissante de nombres reels positifs (£i)i>i, tendant vers 0 , et un unique entier n > 0 tels 
que 

(1.8.8.1) AJ« J?"©(©i>iJ?/JEj. 
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1.8.9. On designe par 6 le K.-espace vectoriel des suites de nombres reels (ei)i>i, tendant 
vers 0, et par ©> le sous-ensemble forme des suites decroissantes. Pour tout e = (ei)i>i S ©, on 
pose 

(1.8.9.1) ||e|| = supdeil). 

i>i 

On munit ©> de la relation d’ordre definie pour toutes suites e = (ei)i>i et e' = (e()i>i de ©>, 
par e > e' si pour tout i > 1, ei + • • • + > e'l + • • • + e'. 

1.8.10. En vertu de ll. 8. 81 on peut associer a tout ii-niodule de torsion de type a-lini M une 

unique suite em = de ©> telle que 

(1.8.10.1) M «:!©,> 

On appelle longueur de M et Ton note A(M) I’element 

(1.8.10.2) \{M) = ^ ( SM,i € ®.>o U {c)o}. 

i>l 

D’apres ( |42| 2.11), la suite Em et la longueur A(M) verifient les proprietes suivantes : 

(i) Pour tout i?-module de torsion et de presentation linie M, il existe des elements ji G R 
(1 < i < n) tels que w( 7 i) > ^^( 72 ) > ■ • ■ > ^^(7n) et un i?-isomorpliisme 

(1.8.10.3) M 4 i?/ 7 ii? © R/^2R © • • • © RhnR- 

On a alors EM,i = v(^i) pour tout 1 < i < n et EM,i = 0 pour tout i > n. 

(ii) Pour que deux i?-modules de torsion de type a-fini M et N soient 7 -equivalents (pour 
7 G m), il faut et il suSit que \\em — ^atH < '*^( 7 )- En particulier, pour qu’un i?-module de 
torsion de type a-fini M soit a-nul, il faut et il sufHt que la suite Em soit nulle. 

(iii) Pour tous i?-modules de torsion de type a-fini M et M', si M' est un sous-quotient de M 
alors EM',i < £M,i pour tout i > 1. 

(iv) Pour toute suite exacte 0 -G M' — 5 > M —>■ M" —5> 0 de i?-modules de torsion de type a-fini, 
on a £m < £m' + £m" et \{M) = A(M') + A(M"). De plus, si Em = £m' (resp. em = £m"), 
alors M" (resp. M') est a-nul. 

Lemme 1.8.11. Soient M un R-module, w un element non nul de m. On pose R = lim R/vj'^R 
et M = lim M/w'^M, et on suppose que le R-module M/wM est de type a-fini. Alors, le R-module 
M est de type a-fini. 

On notera d’abord que R et M sont complets et separes pour les topologies ro-adiques et 
pour tout entier n > 1, que le morphisme canonique M — 5 > M/w'^M est surjectif ([ 6 ] III 
§ 2.11 prop. 11) et que le morphisme canonique Rjw^R -G Rjw^R est un isomorphisme ([6] 
III § 2.11 cor. 1 a prop. 11). Soient d un entier > 1, ip: R‘^ ^ M un morphisme i?-lineaire, 
(fii: {R/wR)'^ -G M/wM le morphisme induit par ip. Supposons que coker((/?i) soit annule par un 
element 7 G m tel que ^( 7 ) < v(zu). Alors, la suite 

( 1 . 8 . 11 . 1 ) Acoker((/Ji) ^ 0 , 

ou u est le morphisme canonique, est exacte. En eflet, u est surjectif puisque hi est surjectif. Soit 
X G M tel que u{x) = 0. On montre par recurrence que pour tout entier n > 1, qu’il existe ?/„ G R'^ 
et Xn G M tel que x = p { yn ) + 7 ^“"cc 7 "x„ et — Pn G 7 “"'cc 7 "’i?'^. On en deduit qu’il existe 
y G R^ tel que x = p{y) ; d’ou I’assertion recherchee. Par suite, coker(i 7 !) est annule par 7 , ce qui 
implique la proposition. 
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1.8.12. On suppose dans la suite de cette section que R est de caracteristique p, et on note 
ip son endomorphisme de Frobenius. Soit w un element non nul de m. Pour tout entier u > 1, on 
pose Rn = R/w'^R, R = [Rn)n>i et R^^^ = {Rpn)n>i- On considere R et R^p'^ comme des anneaux 
du topos Ens^ ([^ III.7.7). L’endomorphisme ip induit un homomorphisme d’anneaux que Ton 
note 

( 1 . 8 . 12 . 1 ) ip:R^R^P\ 

Pour tout .R-module M = on pose Mq = 0, M[—l] = (M„)„>o qui est naturellement 

un .R-module, et = (Mp„) n>i qui est naturellement un R*^^’^-module. Les correspondances 

M i-A M[—\] et M M- sont clairement fonctorielles, et on a un morphisme R-lineaire canonique 
fonctoriel M —>■ M[—1]. 

Lemme 1.8.13 m page 224, |42| 2.12). Conservons les hypotheses de ll.8.121 soient de plus 
M = {Mn)n>i un R-module, u: M[—1] M un morphisme R-lineaire, 

(1.8.13.1) (j): R(p) ^ ]V&'> 

un isomorphisme R^p^ -lineaire. On pose R = lim R„ et M = lim M„. On note encore ip Vendo¬ 
morphisme de Frobenius de R et on designe par 

(1.8.13.2) 

le morphisme R-semi-lineaire induit par </>. On suppose que 

(a) le R-module Mi est de type a-fini; 

(b) le compose M[— 1 ] A- M oil la seconde fleche est le morphisme canonique, est 

induit par la multiplication par w. 

(c) pour tout entier n > 0, la suite de R-modules 

(1.8.13.3) Ml M„+i-M„ 

est exacte au centre. 

Alors, 

(i) Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique M„+i —>■ Mn est a-surjectif et le mor¬ 
phisme canonique M/zu'^M —>■ M„ est un a-isomorphisme. 

(ii) Le R-module M est de type a-fini. 

(iii) Si le corps des fractions de R est algebriquement clos, il existe un entier d > 0 et un 
morphisme R-lineaire 

(1.8.13.4) mOfiM^R^, 

compatible aux morphismes (j) et ip, et qui est un a-isomorphisme. 

En effet, il resulte de fcl. 11.5.131 et ll.8.10l iiil-livi que pour tout entier n > 1, le R-module 
M„ est de type a-fini et on a eM„+i < £m„ + CMi ■ Par suite, ■ Par ailleurs, on a 

SMpn = P£m„ d’apres (ll.8.13.ip . On en deduit que £m„ = Notons M*_|_i et M!^ les images 

des premiere et seconde fleches de (|1.8.13.3I) . respectivement, de sorte qu’on a une suite exacte 
0 ^ M*_|_i —>• M„_|_i —>• 0. D’aDres ri.8.10l on a 

(1.8.13.5) 


(n -i l)eMi “ A- < eMi + em„ — (n -}- 1 )emi ■ 
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Par suite, on a em* ^ = eMi et em^ = em„■ H resulte alors de ll.S.lOr iv) que les morphismes 
canoniques Mi —)• M*j^i et ^ Mn sont des a-isomorphisnies, en particulier, la suite 

(1.8.13.6) 0— >Mi^Mr,+i — >Mr ^—>0 
est a-exacte. Pour tout entier m > 1, le diagramme suivant 

(1.8.13.7) Mi^^Mm+i - 

u°’' 

o{m + n) ' ' 

Ml -^ Mjn+n+l - Mjn+n 


permet de deduire (par recurrence sur m) que la suite 

(1.8.13.8) 0 ^ ^ Mn+m ^ ^ 0 

est a-exacte. Le systeme projectif (a(M„))„>i de a-Mod(i?) verifie done la condition de Mittag- 
Leffler. Compte tenu de ll. 4. 91 et ([25] 0.13.2.2), on en deduit que la suite de i?-modules 

(1.8.13.9) 0— >M^M — >Mn —^0 


est a-exacte; d’ou la proposition (i). Le morphisme 

(1.8.13.10) = lim M/w^M M 


deduit par passage a la limite projective, est done un a-isomorphisme d’apres 11.4.91 II resulte de 
(i) et ll. 8 . 11 ] aue le i?-module M’l' est de type a-fini; d’ou la proposition (ii). 

Supposons eiifin le corps des fractions K de R algebriquement clos. II resulte du lemme de 
Krasner que le corps des fractions K de R est aussi algebriquement clos. Par suite, (p: R ^ 
est un isomorphisme; il en est alors de nieme de tp: .R —>• (ll.8.12.1|l et done de (f>: M 


(ll.8.13.2|) . On note encore ip I’endomorphisme de Frobenius de K. D’apres (ii) et ([33] 4.1.1) 
existe un entier d > 0 et un isomorphisme RT-lineaire 


(1.8.13.11) 

compatible k (j) ei (p. Notons N I’image canonique de M dans M K. II resulte de la suite 

a-exacte (11.8.13.91) que le morphisme canonique M ^ N est un a-isomorphisme. Par ailleurs, on 
a ((^ O ‘p){N) = N. Comme N est de type a-fini d’apres (ii), il existe 7 G m tel que Ton ait 

'yR‘^ C f{N) C 7 “^)?'^. Appliquant les puissances negatives de a ces inclusions, on en deduit que 
/(m Ofi A^) C et que le morphisme 


(1.8.13.12) 


m N ^ R‘^ 


induit par / est un a-isomorphisme; d’oii la proposition (hi). 
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1.9. Topos co-evanescents 

1.9.1. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sent represen- 
tables, /■*■: X —y un foiicteur continu et exact a gauche. On note X et Y les topos des faisceaux 
de U-ensembles sur X et Y, respectivement, fiY^Xle niorphisnie de topos associe a /+ et ex 
et ey des objets finaux de X et y, respectivement, qui existent par hypothese. 

On designe par la categorie des paires {U,V —5> /+(17)), on U est un objet de X et 
V f^{U) est un morphisme de Y ; un tel objet sera note {V —>■ U). Soient {V —>• 17), {V —>■ U') 
deux objets de ^/+. Un morphisme de {V —>• U') dans {V —>• U) est la donnee de deux morphismes 
V' ^ V de y et 17' —>■ 17 de X, tels que le diagramme 

V' - ^/+([/') 

V --/+(17) 

soit commutatif. II resulte aussitot des hypotheses que les limites projectives finies dans ^f+ sont 
representables. On munit ^f+ de la topologie co-evanescente ([2] VL4.1), e’est-a-dire, la topologie 
engendree par les recouvrements 

{(U Ui) —>■ (y —>■ 17)}ig/ 

des deux types suivants : 

(a) Ui = U pour tout i G J, et (U —>■ V)i^i est une famille couvrante. 

(/3) {Ui —>■ U)i^i est une famille couvrante, et pour tout i G /, le morphisme canonique 
y —>• y X/+(£/) est un isomorphisme. 

Le site ainsi defini est appele site co-evanescent associe au foncteur f~^ ; e’est un U-site. On designe 
par ^f+ (resp. ^f+) la categorie des prefaisceaux (resp. le topos des faisceaux) de U-ensembles 
sur ^f+. Pour tout prefaisceau F sur ^f +, on note le faisceau associe. 

Les foncteurs 

(1.9.1.1) p+:X ^ %+, 17^(/+(17)^t7), 

(1.9.1.2) p+:y ^ %+, V^iV^ex), 

sont exacts a gauche et continus. Ils definissent done deux morphismes de topos 

(1.9.1.3) Pi:%+ ^ X, 

(1.9.1.4) P2:%+ ^ y. 

On a un 2-morphisme 

(1.9.1.5) t:/p2 -)>pi 

defini par le morphisme de foncteurs (/P 2 )* Pi* suivant : pour tout faisceau F sur ^f+ et tout 
17 G Ob(X), 

/*(P2*(F))(17)^Pi*(F)(1/) 


(1.9.1.6) 

est I’application canonique 


F{f+{U)^ex)^F{f+{U)^U). 
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D’aprfe ([2] VI.3.7 et VI.4.10), le quadruplet (^j^+,pi,p 2 , r) est universel dans le sens suivant : 
pour tout U-topos T muni de deux morphismes de topos a:T X et b: T Y et d’un 2- 
morphisme t: fb ^ a, i\ existe un triplet 

{h: T ^ ^f+, a: pih ^ a, /3: p 2 h ^ b), 

unique a isomorphisme unique pres, forme d’un morphisme de topos h et de deux isomorphismes 
de morphismes de topos a et j3, tel que le diagramme 


(1.9.1.7) 


/P2h^i^pih 


fh- 


soit commutatif. Par suite, ne depend que du morphisme f:Y^X (cf. VI.3.9). On 

I’appelle le topos co-evanescent de / et on le note aussi X Y ([^ VI.2.12). 

Le foncteur 

(1.9.1.8) 4-+:%+^^, {y^U)^V 

est continu et exact a gauche ([ 2 ] VI.4.13). II definit done un morphisme de topos 

(1.9.1.9) 'tf.Y^Xx^Y 

tel que pi4> = /, p 2 'I' = idy et r * 4/ = id/. Ces relations determinent dt compte tenu de la 
propriete universelle du topos co-evanescent. 


(1.9.1.10) Y 



Le morphisme 4* est appele morphisme des cycles co-proches. De la relation p 2 * 4 '* = idy, on 
obtient par adjonction un morphisme 

(1.9.1.11) P2^4',. 

Celui-ci est un isomorphisme d’apres ([^ VI.4.14), en particulier, le foncteur 4'* est exact. 

1.9.2. Conservons les hypotheses et notations de ll. 9. II Le foncteur 
(1.9.2. 1 ) 7r:%+^X, (V ^ U) U 

est fibrant, canoniquement dive et normalise (ID VI 7.1). Pour tout U G Ob(V), la categorie fibre 
au-dessus de U est canoniquement equivalente a la categorie Y/f+(jj^, et pour tout morphisme 
u: t/' —>■ 1 / de X, le foncteur image inverse : y/f+{u) Yif+(^u,'^ n’est autre que le foncteur de 

changement de base par f~^{u). Munissant chaque fibre V//+(f 7 ) de la topologie induite par celle 
de Y (ll.l.Op . TT devient un U-site fibre, verifiant les conditions de ([^ VI.5.1). On designe par 

^f+ -G X 


(1.9.2.2) 
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le U-topos fibre associe a tt m VI 7.2.6). La categorie fibre de ^f+ au-dessus de tout U € Ob(V) 
est canoniquement equivalente au topos (11.1.611 . et le foncteur image inverse par tout 

morphisme w. U' ^ U de V s’identifie au foncteur image inverse j* du morphisme de localisation 

(1.9.2.3) ju'- Y/f*(U') Y/f*(u) 

associe a f*{u) (|4] IV 5.5). On note 

(1.9.2.4) 

la categorie fibree obtenue en associant a tout U € Ob(V) la categorie et a tout morphisme 

u: U' ^ U de V le foncteur image directe _)„* du morphisme (|1.9.2.3I) . On designe par Y la 
categorie des prefaisceaux de U-ensembles sur V, par 

(1.9.2.5) 

la categorie fibree obtenue en associant a tout U S Ob(V) la categorie Y/f+(u) des prefaisceaux de 
U-ensembles sur Y/f+(u)-i ^ tout morphisme m: C/' —?> 1/ de V le foncteur “restriction de Weil” 

ju *: Y/}+(jj,) Y/f+fjj) defini, pour tons F G Ob( 17 /+(; 7 q) et V G Ob(17/+(j/)), par 

(1-9.2.6) Ju*{F){V) = F{jtiy)) = F(y Xf+^u) /+([/'))■ 

On a une equivalence de categories 

(1.9.2.7) %+ ^ Uomxo{X°,^J+) 

F ^ {U^Fu}, 

definie, pour tout (V —>■ 17) G Oh{^f+), par la relation 

(1.9.2.8) Fu{V) = F{V ^U). 

On identifiera dans la suite L" a la section {{7 i-A Fu} qui lui est associee par cette equivalence. 
D’apres ([^ VI.4.4), le foncteur (11.9.2.71) induit un foncteur pleinement fidele 

(1.9.2.9) ^ Homxo(V°,^/+) 

d’image essentielle les sections {U ^ Fu] verifiant une condition de recollement. 

1.9.3. Soient V, V, X' et Y' des U-sites dans lesquels les limites projectives sont represen- 
tables, 

(1.9.3.1) V > Y 

f'+ 

X'^-^Y' 

de foncteurs continus et exacts a gauche, commutatif a isomorphisme pres : 

a: p"*" o /+ 74 . f'+ o u+. 

X' et Y' les topos des faisceaux de U-ensembles sur X, Y, X' et V', respectivement. 


un diagramme 
(1.9.3.2) 

On note V, V, 
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le diagramme de morphismes de topos deduit de (jl. 9.3. Ill et 

(1.9.3.4) a:uf^fv 
I’isomorphisme induit par a. On a un foncteur 

(1.9.3.5) 

qui a tout objet {V —>■ U) de associe I’objet {v^{V) — >■ m+(C/)) de ^fi+ defini par le compose 

(1.9.3.6) v+iV) - - v+{f+{U)) f'+{u+iU)) . 

II est clairement exact a gauche. 

Pour tout U € Ob(X), on designe par le foncteur compose 

^ '^/v+if+iU)) ^ ^//'+( m +((/)) ’ 


ou la seconde fleche est Tequivalence de categories induite par I’isomorphisme a{U). Celui-ci est 
exact a gauche et continu lorsque Ton munit Y/f+{u) des topologies induites par 

cedes de Y et y', respectivement ([^ III 1.6 et 3.3). Pour tout morphisme t: U' ^ U de X, le 
diagramme de foncteurs 


(1.9.3.8) 


Y, 


/f+iu) 


it 


Y/f+(u'[ 


'^/f'+(u+iU)) 


u+(t) 


'^/ f '+{ u +( U ')) 


ou et sont les foncteurs de changement de base par et /'+(it+(t)), respectivement, 

est commutatif a isomorphisme canonique pres. 

Pour tout prefaisceau F = {[/' i-A F^/} sur ^f>+, on a 

(1.9.3.9) Fo$+ = {[/^F„+(y)Ou+}. 

Si F est un faisceau sur ^/'+, F o $+ est un faisceau sur &f+ en vertu de ([^ VI.4.4). Par suite, 
definit un morphisme de topos 

(1.9.3.10) X'x^,Y' ^ Xxj^Y. 

Les carres du diagramme de morphismes de topos 


(1.9.3.11) 


X' X' x^, Y' Y' 


X X x^Y > y 


ou les fleches horizontales sont les projections canoniques, sont commutatifs a des isomorphismes 
canoniques pres : 

(1.9.3.12) 

(1.9.3.13) 


7: wpi ^ pi$, 
6: vp2 ^ P24>, 
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le premier etant induit par a (ll.9.3.2p et le second tautologique. On verifie que le diagramme de 
2 -morphismes 


(1.9.3.14) 


uf'p2 


, , “*P2 J. , /*<5 

^ fvp'2 —^ 


fP2<^ 




up[ -^ pi$ 

on T et t' sont les 2-morphismes canoniques (11.9.1.51) , est commutatif. II resulte alors de la propriete 

universelle de X x y que est uniquement determine par le quadruplet (u, u, 7 , 5). 

Le diagramme 


(1.9.3.15) 


Y' X' x^, Y' 



Y —^ ^ X y 


ou et dt' sont les morphismes des cycles co-proches (I1.9.1.9L est clairement commutatif a iso- 
morphisme canonique pres. 


Remarque 1.9.4. Soient X et y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont 
representables, /+: X —>■ y un foncteur continu et exact a gauche. On note X et y les topos des 
faisceaux de U-ensembles sur X et Y, respectivement, ex '■ X ^ X et ey '■ Y —y les foncteurs 
canoniques et f: Y ^ X le morphisme de topos associe a /^. On notera que le diagramme 


(1.9.4.1) 



est commutatif a isomorphisme canonique pres. On considere X et y comme des U-sites munis 
des topologies canoniques. Les foncteurs ex et ey sont continus et exacts a gauche ([4] III 3.5). 
II en est evidemment de meme du foncteur /*. Les topos des faisceaux de U-ensembles sur X et 
y s’identifient a X et y par les morphismes de topos associes a ex et ey, respectivement ([^ IV 
1.2). Le morphisme de topos associe a /* s’identifie a /. D’apres [1.9.31 le foncteur (11.9.3.51) 

(1.9.4.2) {V ^U) ^ {ey(y) ^ exiU)) 

est continu et exact a gauche, et le morphisme de topos associe $: ^/. —>■ est une equivalence 

de topos. On retrouve le fait que le topos co-evanescent X x y ne depend que des topos X et y 
et du morphisme /: Y X. 

Proposition 1.9.5. Reprenons les hypotheses et notations de ll.9.1| ; supposons de plus, que 
tous les objets de X et de Y soient quasi-compacts. Alors, 

(i) Les topos X etY sont coherents et le morphisme f: Y ^ X est coherent. 

(ii) Pour tout objet {V —>■ U) de ^f+, le faisceau associe {V —> C/)“ est un objet coherent de 

xx^y. 

(iii) Le topos X x ^ Y est coherent. 
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(i) Cela resulte de ([4] VI 2.4.5 et 3.3). 

(ii ) & (iii) Pour tout objet V de V, notant le faisceau associe de V, le topos Y est 
coherent ([^ VI 2.4.2 et 2.4.5). Les propositions resultent done de ([^ VI.5.27 et VI.5.5). 

COROLLAIRE 1.9.6 ([^ VI.5.30). Soient X, Y deux\J-topos coherents, f'■ Y X un mor- 
phisme coherent. Alors le produit oriente X Y est coherent. En particulier, il a suffisamment 
de points. 

1.9.7. Soient X et V deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont represen- 
tables, f^-.X^Y un foncteur continu et exact a gauche. On note X et V les topos des faisceaux 
de U-ensembles sur X et V, respectivemeiit, / : F — 5 > X le morphisme de topos associe a /+ et ex 
et ey des objets finaux de X et F, respectivenient. Soient (B —>• A) un objet de A®' le faisceau 
de X associe a A, le faisceau de F associe a B. On designe par jx'- X/a —>■ X et js : Y/b -^Y 
les foncteurs canoniques et aussi abusivement par ja '■ X/a<^ X et js- Y/b^ —F les morphismes 
de localisation de X en A^ et de F en de B®', respectivement fcf. 11.1.61) . On munit XjA et F/^ des 
topologies induites par cedes de X et F, respectivenient. Le foncteur 

(1.9.7.1) /'+ : XiA ^ F/s, U ^ /+0a(C/)) x/+(^) B 

est exact a gauche et continu en vertu de (|4] III 1.6 et 3.3). Le morphisme de topos 

(1.9.7.2) f':Y/B^^X/A^ 
associe a f'^ s’identifie au morphisme compose 


F 




V//.(Aa) 


//^ 


■X 


/A® 


ou la premiere fleche est le morphisme de localisation associe a B® 
seconde fleche est le morphisme deduit de / ([^ IV 5.10). 

On a un foncteur 


riA^^) ([1] IV 5.5) et la 


(1.9.7.3) j{B^A) ■ %'+ —>■ %+ 

qui a tout objet {V -A U) de S!fi+ associe I’objet {jB{V) —>■ jA{U)) de defini par le compose 

(1.9.7.4) jb{V) ^ jBif+m ^ /+(ja(C/)) X f+^A) B ^ f+{jA{U)), 

ou la seconde fleche est I’isomorphisme canonique (II. 9.7. Ill et la derniere fleche est la projection 
canonique. Celui-ci se factorise a travers une equivalence canonique de categories 

(1.9.7.5) n: ^fi+ -A {^f+)i(^B^A)- 

D’apres ([^ VI.4.18), la topologie co-evanescente de ^f'+ est induite par la topologie co- 
evanescente de ^f+ au moyen du foncteur j(^B-fA) ! en particulier, n induit une equivalence de 
topos 

(1.9.7.6) m: (X Y)/(^b->-A)’>' X^a^ 

Par ailleurs, le diagramme 

/+ 


'A 


/A® 


F 


/B-- 


X 


Y 


il 


X 


it 


lA 


■F 


/B 


(1.9.7.7) 
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ou j\ et sont les foncteurs de changement de base par A —>■ ex et i? ^ ey, respectivement, est 
commutatif a isomorphisme canonique pres. Le foncteur induit par ce diagramme (|1.9.3.5I) 

(1.9.7.8) , {V ^U)^{3 + {V)^j+{U)) 

est exact a gauche et contiiiu d’apres 11.9.31 et 11.1.61 11 definit done un morphisme de topos 

(1.9.7.9) $: X,A^ XF/sa ^ X F. 

On notera que le compose n o $+ n’est autre que le foncteur de changement de base par {B ^ A). 
Par suite, est le morphisme de localisation 

(1.9.7.10) Xx '^)/{B^AY X F. 

Lemme 1.9.8. Soient Y un \]-topos, B un ouvert de Y (i.e., un sous-objet de I’objet final de 
Y), V un objet de Y. On note jB- Y/b -a Y et jy- Yjy -A Y les morphismes de localisation de 
Y en B et V, respectivement, Z le sous-topos ferme de Y complementaire de Vouvert B 1[4] IV 
9.3.5) et i: Z ^Y le morphisme d’inclusion. Alors, 

(i) Le morphisme 

(1.9.8.1) jB/V'YjBxV ^Yjy 

induit par jB ([1] IV 5.10) est un plongement ouvert, d’ouvert de Y/y associe B xV ([^ IV 
9.2). 

(ii) Le morphisme 

(1.9.8.2) i/y: Z/i-(y) ^Yjy 

induit par i ([^ IV 5.10) est un plongement, et le foncteur {i/y)„ identifie Z/y(^yj au sous- 
topos ferme de Y/y complementaire de I’ouvert B x V . 

(i) En eflet, on a i? x V = jf{B) ([^ III 5.4); e’est done un ouvert de Y/y. Le foncteur 
Jb/v) induit par est le changement de base par le morphisme B x V ^ V. Par suite, Jb/v 6 st 
isomorphe au morphisme de localisation de F/y en i? x F. 

(ii) Notons Z' le sous-topos ferme de Y/y complementaire de x F et i': F' —)• Y/y le 
morphisme d’inclusion. D’apres ([4] IV 9.4.3), il existe un morphisme j': Z' -A Z, unique a iso¬ 
morphisme pres, tel que le diagramme 


(1.9.8.3) Z'^^Y/y 

j' jv 

Z -^F 

soit 2-cartesien. Par ailleurs, le diagramme 


(1.9.8.4) 


l/v 

Z/i-{y) -s- Y/y 


7i*(V) 


3V 


■Y 


ou jy(y) est le morphisme de localisation de Z en F(F), est 2-cartesien en vertu de (|5 IV 5.11); 
d’ou la proposition. 
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Proposition 1.9.9. Soient f:Y X un morphisme de V-topos, ex un objet final de X, B 
un ouvert de Y (i.e., un sous-objet de I’objet final de Y). On note jb '■ Y/b Y le morphisme de 
localisation de Y en B, Z le sous-topos ferme de Y complementaire de Vouvert B ([^ IV 9.3.5) et 
i: Z ^Y le morphisme d’inclusion. Pour tout V S Ob(V), on designe par Jb/v' Y/bxV ^jv 
le morphisme de localisation de Y/y en B x V et par i/y'. Z/y(y'^ —>■ Y/y le morphisme induit 

par i (ll.9.8|) . Notons X Xx Y, X Xx Yjb et X Xx Z les topos co-evanescents de f, fjB et fi, 
respectivement. Alors, 

(i) Le morphisme 

(1.9.9.1) J: XxxY/b ^ XxxY 

induit par jB (11.9.3.101) est un plongement ouvert, d’ouvert de X XxY associe {B —>■ ex)^ 

(0] IV 9.2). Pour tout objet G = {U i-A Gjj} de X Xx YjB, on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel 

(1.9.9.2) J*{G) ^ {V i-A ijB/f‘{u))*{Gu)}- 

Pour tout objet F = {U Fjj} de X XxY, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 


(1.9.9.3) J*{F) ^ {U ^ Fu X B}, 

oil Fy X B designe ahusivement I’objet Fy Xf*(y) {f*(U) x B) de Y/f*(^y'^y^B- 

(ii) Le morphisme 

(1.9.9.4) l-.XxxZ^XxxY 

induit par i (11.9.3.101) est un plongement. Le foncteur F identifie X Xx Z au sous-topos 

ferme de X Xx Y complementaire de I’ouvert {B ex)’^- Pour tout objet G = {U i-A Gy} 
^— 

de X Xx Z, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.9.9.5) I*{G) —>■ {U I—>• ii/f*(y))*iGy)}. 


(iii) Pour tout objet F = {U Fy} de X Xx Y, I*(F) est le faisceau de X Xx Z associe au 
prefaisceau {U i-A {i/f*{u))*iFu)} sur le site (jl.9.41) . 

(i) En effet, d’apres ri.9.7l on a une equivalence canonique de topos (I1.9.7.6P 

(1.9.9.6) m: (X Xx Y)/^B^exY ^ 'Z/b, 


et Jm est le morphisme de localisation de X Xx Y en (B —)• ex)'^- On a (B —>• ex)*^ = P 2 (I?)) 
c’est done un ouvert de X Xx V- L’isomorphisme p.9.9.21) resulte aussitot des definitions (|1.9.3.9I) . 
Pour tout objet F = {[/ i—>■ Fy} de X Xx V, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 


(1.9.9.7) m*{J*{F)) ^ F xp^{B). 

En vertu de ([^ VI.4.12), P 2 (B) est le faisceau {U i—>■ f*(U) x B}. Compte tenu de (|4] II 4.1(3)), 
on en deduit un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.9.9.8) m*{r{F)) 4 {[/ ^ Fy Xy.(y) (/*(!/) x B)}; 


d’ou I’isomorphisme (11.9.9.31) . 
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(ii) Pour tout objet G = {U i-A Gj/} de X Xx on a un isomorphisme canonique fonctoriel 
(1.9.9.9) G(G) ii/r{u))*iGu)}. 

On observera que pour tout morphisine t: U' ^ U de X, le diagramme de morphismes de topos 


(1.9.9.10) 


^//* (U') 
(/•(£/'))- 


(/•([/))-^ Gfiu) 


ou les fleches verticales sont les morphismes de localisation associes aux morphismes f*{t) de Y et 
de Z, est commutatif a isomorphisme canonique pres. Pour tout U € Ob(X), le foncteur 
{i/f{u))* est pleinement fidele d’aores [1.9.8I II en est done de meme du foncteur /, (|1.9.2.9|) . de 

i — 

sorte que / est un plongement. Pour tout objet G de X Xx Z^ est un objet final de 

X Xx Y/s en vertu de ll.9.8l et (11.9.9.31) . Inversement, soit {U i-A Fu} un objet de X Xx Y tel que 

J*{F) soit un objet final de X Xx Y/b- Pour tout U € Ob(X), Fu x B est done un objet final de 
Y/f*(u)xB (|1.9.9.3I) . D’apres fT.9.81 il existe un objet Gu de tel que Fu = {i/f*(u))*[Gu)- 

II resulte aussitot de (II. 9.9. 101) et ([2] VI.4.4) que la collection G = {G M- Gu} est naturellement 
un objet de X Xx Z. On a /,(G) ~ F (11.9.9.91) . Par suite, le foncteur identifie X Xx Z au 

■i — 

sous-topos ferme de X Xx V complementaire de I’ouvert {B ex)‘^- 

(hi) On notera d’abord que {U i-A {i/f*(u))*{Fu)} est naturellement un prefaisceau sur /•, 
compte tenu de (11.9.9.101) . D’apres ([4] I 5.1 et III 1.3), I*{F) est le faisceau sur f* associe au 
prefaisceau P defini pour tout {W U) £ Ob(^i*/•) par 

(1.9.9.II) P{W ^U)= lim F{V' U'), 


ou G(y^u) est la categorie des couples {{V —>■ U'),t) formes d’un objet {V —>■ U') de et 
d’un morphisme t: {W U) ^ {i*{V') —> U') de ^j./.. Notons B^y/^u) categorie des couples 
{V, k) formes d’un objet V de Y/f,(^u) et d’un morphisme k: W ^ iGp{u))* (F) de Z Les 
categories Byr^u) et Gyr^u) sont clairement cofiltrantes. On a un foncteur pleinement fidele 

(1.9.9.12) ip-. By^^u) Gy/^u)^ V i-A (V —>• U). 

Pour tout objet {{V' —>■ U'),t) de Gy/^y^ t induit un morphisme u: U —5> G' de X et un 
morphisme 

k:W^{l/f.y-,)*{V' Xyy^nU)) 

de de sorte que {V' x /•([/') f*{U), k) est un objet de Byr^u) - On n nn morphisme 

^{V'y^yy) nU),k)^{{V' ^U'),t) 

de G(ve->[/)• Le foncteur (p° est done cofinal d’apres ([4] I 8.1.3(c)). Par suite, on a un un isomor¬ 
phisme canonique 

(1.9.9.13) P{W G) ^ lim F{V U). 

La proposition resulte alors de ([2] VI.5.17 et VI.5.5) et (|4] I 5.1 et III 1.3). 
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1. PRELIMINAIRES 


1.9.10. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sent represen- 
tables, /+: X —>■ y un foncteur continu et exact a gauche. On note X et Y les topos des faisceaux 
de U-ensembles sur X et Y, respectivement, f:Y —>■ X le morphisme de topos associe a /+ et 
X Y le topos co-evanescent de /. La donnee d’un point de X x Y est equivalente a la donnee 
d’une paire de points x: Pt —5> X et y: Pt —F et d’un 2-morphisme u: f{y) —>■ x ([^ VI.3.11). 
Un tel point sera note (y —>• x), ou encore {u: y —t x). Pour tous F € Ob(X) et G S Ob(y), on a 
des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(1.9.10.1) 4 F,, 

(1.9.10.2) (P2G)to^,) ^ Gy. 

L’application 

(1-9.10.3) (Pt-F)(,^,) ^ (p;(/*F))(,^.) 

induite par r (11.9.1.51) . s’identifie canoniquement au morphisme de specialisation —>■ y/(y) defini 

par u (cf. VI.4.20). On a un isomorphisme canonique fonctoriel ([^ (VI.4.20.4)) 

(1.9.10.4) (4 '*G)(j^_>3 ,) —>■ Gy. 

D’apres la propriety universelle de X x ^ F, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de points 


de X X F 


(1.9.10.5) 
Pour tout {V 

(1.9.10.6) 


U) e Ob(%4 


^(y) ^ (y^ /(y))- 

on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([^ (VI.4.20. 6 )) 

ou I’exposant ^ designe les faisceaux associes, I’application Vy ^f{y) induite par le morphisme 
structural V —>■ f^{U) et I’application —>■ est le morphisme de specialisation defini par u. 

On designe par la categorie des voisinages de (y — >■ x) dans 2!f+ ([ 4 ] IV 6.8.2), 

autrement dit, la categorie des triplets {{V —5- U), () formes d’un objet (V —5- U) de ^f+ et d’un 
element (C,C) G U!^ **l-9-10.0l' - Pour tout prefaisceau F = {U ^ Fu} sur ^/+, on a un 

isomorphisme canonique fonctoriel ([ 4 ] IV 6.8.4) 

(1.9.10.7) {F^){v^x) 4 lim Fu{V). 


1.9.11. Soient X un U-topos local de centre x: Pt — >■ X ([^ VI 8.4.6), f:Y —> X un 
morphisme de U-topos, X Xjf F le topos co-evanescent associe. On note (j): X —>■ Pt I’unique 
morphisme de topos ([J IV 4.3). Par dehnition, on a un isomorphisme x* ^ (f)*. On en deduit un 
isomorphisme 

(1.9.11.1) (x(?i)* 4 

Composant avec le morphisme d’adjonction > idx, on obtient un morphisme de foncteurs 

(xcj))* —^ idjx et par suite un 2 -morphisme 

(1.9.11.2) idx^xcj). 

Les morphisme xc^/: F —>■ X et idv: F —>■ F et le 2-morphisme / — x(j)f deduit de (ll.9.11.2|) 
induisent un morphisme 


( 1 . 9 . 11 . 3 ) 


-f-.Y^XxxY 
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tel que pi7 = x(j)f et P27 = idr ifTXTD : 

(1.9.11.4) — - - Y 



X 


De la relation P 27 = idy on obtient un morphisme de changement de base 
(1.9.11.5) P2*^7*, 

compose de p 2 * —^ P 2 * 7 * 7 * 7 *, on la premiere fleche est induite par le morphisme d’adjonction 

id —>■ 7 * 7 *, et la seconde fleche par la relation p 2 'y = idy. 

Proposition 1.9.12 (Gabber, |29| XI 2.3). Sous les hypotheses de 11.9.111 pour tout objet F 

i — 

de X Xx Y et tout point y de Y, I’application 

(1.9.12.1) (p 2 *F), ^ {^*F)y 

deduite du morphisme de changement de base (11.9.11.51) est hijective. 

En effet, le compose X(j)fy: Pt —> X est canoniquement isomorphe a x. Le 2-morphisme 
(ll.9.11.2|) induit done un 2-morphisme u: f{y) x definisant un point de X Xx Y (11.9.101) . qui 
n’est autre que 7 ( 2 /). Notons ^^(y) la categoric des voisinages de 7 ( 2 /) dans (11.9.101) et "^y la 
categoric des voisinages de y ([4] IV 6 . 8 ), autrement dit la categoric des couples (V)C) formes d’un 
objet de Y et d’un element C G Vy. Soient ex un objet final de X, I’unique element de a;*(ex). 
On a un foncteur 

(1.9.12.2) (l/,^)^((y^ex),^e,C). 

Les categories et sont cofiltrantes (|5 IV 6.8.2) et le foncteur t est pleinement fidele. On 

verifie aussitot que (jl. 9. 12 . 11 ) est I’application 

(1.9.12.3) lim Fe^iV) —^ lim Fu{V) 

induite par i° . II suffit done de montrer que l° est cofinal. Soit {{V —)> U),(,^) £ Oh{t^^(^y-)). 
L’isomorphisme x* ^ ((>» permet d’identifier ^ £ Ux & une section que I’on note encore ^ £ U{ex)- 
On observera que I’image canonique ^/(y) de cette section dans Uf(^y) n’est autre que I’image 
de ^ par le morphisme de specialisation Ux —t- G/(y) defini par u (ll.9.11.2p . Considerons alors 
I’objet W = V Xf(u) f*(ex) de Y defini par ^ G U{ex)- D’apres ce qui precede, Wy s’identifie a 
I’image inverse de C/(y) ^ I’application Vy -£ Uf(^y) definie par le morphisme structural 

V f*{U). En particulier, () est un element de Wy, de sorte que (VE, C) est un objet de ^y. Par 
ailleurs, ^ induit un morphisme 

(1.9.12.4) i{W, 0 = ((IV ^ ex),ie, C) ^ ((^ ^ U), C) 

de ^-y(y)- On en deduit que t° est cofinal en vertu de ([4] IV 8.1.3(c)); d’ou la proposition. 

COROLLAIRE 1.9.13. Sous les hypotheses de II. 9.111 si, de plus, Y a assez de points, alors le 
morphisme de changement de base p 2 * -£ 7 * (11.9.11.51) est un isomorphisme; en particulier, le 
foncteur p 2 * est exact. 
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COROLLAIRE 1.9.14. Sous les hypotheses rfe ll.Q.lIl si, de plus, Y est local de centre y, alors 
X Xx Y est local de centre j{y). 

En effet, pour tout objet E de X Xx Y, \e diagramme 

(1.9.14.1) r(y, p 2 *f) -^ {P 2 *F)y 


r{X XxY,F) - ^F^(y) 

ou les fleches horizontales sont les applications canoniques et la fleche verticale de droite est I’ap- 
plication (ll.9.12.ip est commutatif. La proposition resulte done de 11.9.121 

COROLLAiRE 1.9.15. Conservons les hypotheses de ll. 9. Ill supposons, de plus, que Y ait assez 
de points. Alors : 

(i) Pour tout faisceau F de X XxY, I’application canonique 

(1.9.15.1) r{XxxY,F)^T{Y,j*F) 
est bijective. 

(ii) Pour tout faisceau ahelien F de X XxY, I’application canonique 

(1.9.15.2) W{XxxY,F)^W{Y,-f*F) 
est bijective pour tout i > 0. 

Cela resulte aussitot de ll.9.121 Icf. la preuve de I’enonce analogue | 2 ] VI.10.28). 

1.9.16. Soit f '■ Y —>■ V un morphisme de schemas. On designe par !^f+ le site co-evanescent 

du foncteur /+: Et/x —>■ Et/y de changement de base par /, et par Xgt Xx^t Yet le topos co- 
evanescent du morphisme de topos associe /: Ygt —t Xet Icf. ll.l.lTl et ll.9.1]) . D’anres fl.O.lOl et ([4] 

VIII 7.9), la donnee d’un point de Xet Yet est equivalente a la donnee d’une paire de points 
geometriques a; de V et y de V et d’une fleche de specialisation u de /(y) vers x, e’est-a-dire, d’un 
V-morphisme u: y ^ ou designe le localise strict de X en x. Un tel point sera note 

{y x) ou encore (u: y -^x). 

On designe par categoric des objets {y x)-pointes de ^f+, definie comme suit. 

Les objets de 3^py....^x) sont les triplets {{V —)• formes d’un objet {V —>■ U) de &f+, d’un 

V-morphisme ^: ir —>■ 1/ et d’un V-morphisme C,: y ^ V tels que, notant encore ^: X(x) —> 17 le 
V-morphisme induit par f ([4] VIII 7.3), le diagramme 

(1.9.16.1) 

C ? 

V - 

soit commutatif. Soient ((V —)• {{V deux objets de ^(y..^x)- Un morphisme 

de {{V U'),CX') dans {{V —>■ U),^X) ®st la donnee d’un morphisme {g: U' ^ U,h: V' ^ V) 

de ^f+ (11.9. 1|) tel que go^' = ^ et ho(j' = (. ll resulte de (|1. 9. 10.61) et ([ 2 ] VL10.19(i)) que 
est canoniquement equivalente a la categoric des voisinages de (y x) dans ([^ IV 6.8.2). 
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Elle est done cofiltrante et pour tout prefaisceau F = {U Fjj} sur ^f+, on a un isomorphisme 
canonique fonctoriel ([4] IV (6.8.4)) 

(1.9.16.2) (i^“)(i7-3?) ^ Fu{V). 

1.9.17. Soient f:Y ^ X un morphisme de schemas, x un point geometrique de X, X le 
localise strict de X en Ic, F = V x x X, /: F ^ X la projection canonique. On designe par 

^i — 

^et Yet et ^Xet topos co-evanescents de / et /, respectivement, et par 

(1.9.17.1) 

le morphisme defini dans (11.9.11.31) . Le morphisme canonique X —>■ X induit par fonctorialite un 
morphisme (jl.9.3.10|) 

(1.9.17.2) 4>: F,^ ^ X.t Xx,, F.t. 

On note 

(1.9.17.3) Xet Xx,, F,* ^ F.^ 
le foncteur compose 7 * o <!>*. 

Proposition 1.9.18. Conservons les hypotheses de ll. 9. 171 Alors, 

i — 

(i) Pour tout faisceau F de X^t Xx^t on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.9.18.1) Pi*(7^k^r(F,t,(^(F)). 

(ii) Pour tout faisceau abelien F de Xet Xx^t Fgt et tout entier * > 0, on a un isomorphisme 
canonique fonctoriel 

(1.9.18.2) R>,(F)jlAff(F,t, 7 >j(F)). 

Cette proposition sera demontree dans 11.10.71 

Remarque 1.9.19. Conservons les hypotheses de ll.9.171 soient, de plus, y un point geometrique 
de F, It: y —^ X un X-morphisme, de sorte que (y x) est un point de Xgt Xx^t l^t. Notons x le 
point ferme de X, p: y —^ F le morphisme induit par u, y le point geometrique de F defini par v 
et Vy: F^j Ens le foncteur fibre associe a y. Le foncteur compose 

(1.9.19.1) Vy o Xet Xx^t Fet ->• Ens 

est alors canoniquement isomorphe au foncteur fibre associe au point (ij -^x). 

1.9.20. Reprenons les hypotheses et notations de 11.9.171 On note la categorie des X- 
schemas etales x-pointes (|4] VIII 3.9) que Ton identifie a la categorie des voisinages de x dans le 
site Et/x (0] IV 6.8.2). C’est une categorie cofiltrante. Pour tout objet {U,f:x^U) de on 
designe encore par ^: X —>• t/ le morphisme deduit de ([4] VIII 7.3) et par 

(1.9.20.1) ^y-Y^Uy 

son changement de base par /. Soit F = {[/ 1 —>• Fu} un prefaisceau sur ^f+ tel que pour tout 
U S Ob(Et/x)j Fu soit un faisceau de {UY)et- On a alors un foncteur 

(1.9.20.2) iU,0^fHFu), 
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qui a tout morphisme t: (U,^) de ^ fait correspondre le morphisme compose 

Cy{Fu) ^ &{t*YiFu)) ^ ^viFu'), 

ou la premiere fleche est induite par la relation ^ = t o et la seconde fleche provient du morphisme 
de transition Fu —>• tY*{Fu') de F. 

^— 

Pour tout ([/, ^) G Oh{%c), le topos Xx^t /(Uy^u)’‘ est canoniquement equivalent au 
topos co-evanescent U^t Xu^t (C^x)et du morphisme fu- Uy —>■ U (11.9.71) . Notons 

(1.9.20.3) Ju-iXet Xx^t l«t)/((7y^(7)“ ^ Xx^t Pet 

^- 

le morphisme de localisation de X^t Xx^t Pet en {Uy —>■ U)°'. Le morphisme 2^^ U induit done 
par fonctorialite un morphisme de topos (11.9.3.1011 

(1.9.20.4) Xjt X2£et (-^et Xx^t Pet)/(c/y->[/)»■ 

D’apres (11.9.3.111) . le diagramme 

(1.9.20.5) P,t ^ (Xet XX,, Y,,)/^UY^ur 

2.2 

Pet --- (t^x)et 

OU p^ et p^ sont les projections canoniques (|1.9.1.4|) est commutatif a isomorphisme canonique 
pres. On en deduit un morphisme de changement de base 

(1.9.20.6) 

D’apres ([T] 1.2.4(i)), le compose 

(1.9.20.7) 

ou la seconde fleche est induite par (11.9.11.51) , est le morphisme de changement de base induit par 
I’isomorphisme 

(1.9.20.8) o o 7 ll) 
deduit de la relation p^q = idy. 

Soit F = {U I—> Fu} un objet de X^t Xx,, l^t- D’apres ([^ III 5.3), on a un isomorphisme 
canonique 

(1.9.20.9) P2^*(J^(P)) ^ Fu. 

Le morphisme (ll.9.20.7|l induit done un morphisme fonctoriel 

(1.9.20.10) ey(Pc/) ^ ^{F). 

D’apres ([T] 1.2.4(i)), e’est un morphisme de systemes projectifs sur la categorie (jl.9.20.2|) . On 
en deduit un morphisme fonctoriel 

(1.9.20.11) lim ^p{Fu)^MF). 


Remarques 1.9.21. Conservons les hypotheses de ll.9.201 
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(i) D’apres ([4] XVII 2.1.3), le morphisme (|I.9.20.7p est egal au compose 

(1-9.21.1) ^ ^ 

ou la premiere fleche est induite par (ll.9.20.8|) et la seconde fleche est induite par le mor¬ 
phisme d’adjonction p^*p^* —>■ id. 

(ii) Choisissons un objet affine (Vo,^o) de et notons I la categorie des Vo-schemas etales 

^o-pointes qui sont affines au-dessus de Xq. Le foncteur caiioiiique I —?• est alors cofinal 

(SI VIII 4.5). On pent done remplacer dans la limite inductive dans (11.9.20.111) la categorie 

par I. 

Proposition 1.9.22. Les hypotheses etant celles de ll. 9. 201 soient, de plus F = {U i—>■ Fu} un 

prefaisceau sur ^f+, F°‘ le faisceau de X^t Vet associe a F, et pour tout U € Ob(Et/jf); Ffj 

le faisceau de (LV)et associe d Fjj. Alors, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.9.22.1) hm ^ 

(U,{)£■«. 

qui coincide avec le morphisme (11.9.20.111) lorsque F est un faisceau sur S>f+. 

On notera d’abord que {1/ i—>■ Ff}} est naturellement un prefaisceau sur .^j+ et que le mor¬ 
phisme canonique {U i-A Fu} —5- {U i—!> Fff} induit un isomorphisme entre les faisceaux associes, 
d’apres (|^ VI.5.17 et VI.5.5). On pent done se borner au cas ou Fu est un objet de {UY)et pour 
tout U G Ob(Et/x), de sorte que le systeme inductif —)■ {U,f) >->■ fyi^u) (11.9.20.21) est 

bien defini. Posant = {{7 M- Gu}, on a des morphismes canoniques fonctoriels 

(1.9.22.2) hm i^Y);,,(Fu) F, lim (Cr)f^t(Gi/) 4 (^^(F“), 

le second etant (|1. 9.20. 111) . Montrons que you est un isomorphisme. II suffit de montrer que pour 
tout point geometrique y de V, notant pjr: Vej Ens le foncteur fibre associe, Vy{v o u) est un 
isomorphisme. Soient pry: V —>■ V la projection canonique, y = pry(^. Le point y definit une 

fleche de specialisation de f{y) dans x, i.e., {y x) est un point de Vet XXet V^t- Notons 
la categorie des objets {tj a;)-pointes de . On a un foncteur 

(1.9.22.3) ^iy 

Pour tout {U,£f) G Ob)*^), la hbre de tt au-dessus de (t/,^) est canoniquement equivalente a la 
categorie ^fue,) LV-schemas etales, ^y(^-pointes (ll.9.20.1|) . D’apres |l.9.191 vy o (p-^ est le 

foncteur fibre de Vet L^t associe au point {y x). Compte tenu de ([^ IV (6.8.3)), on pent 
alors considerer Vy{v o u) comme une application 

(1.9.22.4) Vyivou): lim lim Fu{V) ^ {F°‘)(ig^-^y 

II suffit de montrer que cette application est I’inverse de I’isomorphisme canonique (|1.9.16.2I) . ou 
encore que pour tout objet {{V —>■ U),f,X) de I’application canonique 

(1.9.22.5) Fu{V) ^ {F^)iy^x) 
est le compose 

(1.9.22.6) 


Fu{V) ^ MCYiFu)) ^ ^viMF^^)), 
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ou la premiere fleche est definie par I’objet (V,C) de et la seconde fleche est Timage de 

(ll.9.20.10|) par i/jr. Par localisation (ll.9.7p . on pent supposer U = X. D’apres [1.9.211 il. I’image par 
I'y du niorphisme (pr ’E)fet (Fx) —t <Px{F) (11.9.20.101) coincide avec I’application 

(1.9.22.7) {Fx)y ^ 

induite par le morphisme d’adjonction P 2 (P 2 *(^")) F et I’isomorphisme (ll.9.10.2p . d’ou I’asser- 
tion recherchee. 

Proposition 1.9.23. Soient X, Y deux schemas coherents, f'.Y X un morphisme. Pour 
tout point geometrique x de X, soient Xf^^ le localise strict de X en x, Y(^^^ =Y y.x X(x), 

(1.9.23.1) L^x'. Xet XjCet Fet —>■ y(i),et 

le foncteur defini dans (|1.9.17.3I) . Alors, la famille des foncteurs {<p^), lorsquex decrit I’ensemble 
des points geometriques de X, est conservative. 

En effet, la famille des foncteurs fibres de Xet Xx^t associes aux points {y x) est 
conservative d’apres fl. 9. 61 La proposition s’ensuit compte tenu de ll.9.191 

1.10. Limite projective de topos co-evanescents 

1.10.1. On designe par la categorie des morphismes de schemas et par £ la categoric 
des morphismes de DJI. Les objets de £ sont done des diagrammes commutatifs de morphismes de 
schemas 

( 1 . 10 . 1 . 1 ) V - 

Y - 

on I’on considere les fleches horizontales comme des objets de DJt et les fleches verticales comme des 
morphismes de 911; un tel objet sera note (V,U,Y, X). On designe par 39 la sous-categorie pleine 
de £ formee des objets {V,U,Y, X) tels que les morphismes U ^ X et V Y soient etales de 
presentation finie. Le “foncteur but” 

(1.10.1.2) 39^911, iV,U,Y,X) ^ {Y ^ X), 

fait de 39 une categorie fibree, clivee et normalisee. Avec les notations de 11.1.Ill tout morphisme 
de schemas f: Y ^ X induit un foncteur 

(1.10.1.3) Etcoh/x —t Etcoh/v- 

La categorie fibre 39/ de (jl.l0.1.2p au-dessus de / est la categorie sous-jacente au site co-evanescent 
^f+ associe au foncteur (jl.9.11) . Pour tout diagramme commutatif de morphismes de schemas 

J coh 

(1.10.1.4) y'— 

g' 3 

f 

Y—-^X 


le foncteur image inverse de (11.10.1.21) associe au morphisme {g\g) de 911 est le foncteur 
(1.10.1.5) $+:39/^39/q {V ^ U) ^ [V xy Y'^ U xx X'). 
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Celui-ci est continu et exact a gauche d’apres ri.9.31 Munissant chaque fibre de de la topologie 

co-evanescente (11.9. IL 2) devient un U-site fibre ([4] VI 7.2.4). On designe par 

( 1 . 10 . 1 . 6 ) 

le U-topos fibre associe a S/SDl (|4] VI 7.2.6). La categorie fibre de ^ au-dessus d’un objet f: Y ^ X 
de 9Jl est le topos 2) f des faisceaux de U-ensembles sur le site co-evanescent 2)/, et le foncteur image 
inverse relatif au morphisme defini par le diagramme (11.10.1.4^ est le foncteur $* : 2)/ —2)// image 
inverse par le morphisme de topos 4>; 2)// —>-2)/ associe au morphisme de sites 4>+ (11.10.1.51) . On 
note 

(1.10.1.7) 

la categorie fibree obtenue en associant a tout objet f: Y —5> V de 911 la categorie 15/ = 2)/, et a 
tout morphisme defini par un diagramme (11.10.1.41) le foncteur : 2)// —)■ 2)/ image directe par 
le morphisme de topos $: 2)// —>• 2)/. 

1.10.2. Soient I une categorie cofiltrante essentiellement petite (|4] I 2.7 et 8.1.8), 

( 1 . 10 . 2 . 1 ) i^ifr.Y.^X,) 

un foncteur tel que pour tout morphisme j i de I, les morphismes Yj Yi et Xj —> Xi soient 
affines. On suppose qu’il existe io S Ob(/) tel que et Vp soient coherents. On designe par 

(1.10.2.2) ^ I 


(1.10.2.3) 

(1.10.2.4) 


I 

r 


les site, topos et categorie fibres deduits de 2) (|1.10.1.2p . 5^ (jl.l0.1.6p et (jl.l0.1.7p . respective- 
ment, par changement de base par le foncteur ip. On notera que 5^^, est le topos fibre associe a 2),^ 
(HI VI 7.2.6.8). D’apres ([26] 8.2.3), les limites projectives 

(1.10.2.5) 


X = lim Xi ei Y = lim V 

ieob(/) ieob(j) 


sont representables dans la categorie des schemas. Les morphismes induisent un morphisme 

/: Y X, qui represente la limite projective du foncteur (I1.10.2.1|) . 

Pour tout i G Ob(/), on a un diagramme commutatif canonique 

( 1 . 10 . 2 . 6 ) 



II lui correspond un foncteur image inverse (I1.10.1.5|) 

(1.10.2.7) 4>+:2)/, ^2)/, 

qui est continu et exact a gauche, et par suite un morphisme de topos 

( 1 . 10 . 2 . 8 ) 

On a un foncteur naturel 


'Dip —>■ D j 


( 1 . 10 . 2 . 9 ) 
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dont la restriction a la fibre au-dessus de tout i £ Ob(/) est le foncteur (I1.10.2.7|l . Ce foncteur 
transforme morphisme cartesien en isomorphisme. II se factorise done de fagon unique a travers un 
foncteur ([4] VI 6.3) 

(1.10.2.10) limS^^D/. 

1 ° 

Le /-foncteur ^ 'Df x I deduit de (jI.10.2.9|) est un morphisme cartesien de sites fibres i|4] VI 
7.2.2). II induit done un morphisme cartesien de topos fibres ([4] VI 7.2.7) 

(1.10.2.11) 

Proposition 1.10.3. Le couple forme du topos S/ et du morphisme (|1. 10.2. Ill) est une limite 
projective du topos fibre ^ip/I ([1] VI 8.1.1). 

On notera d’abord que le foncteur (I1.10.2.10|) est une equivalence de categories en vertu de 
([26] 8.8.2 et 17.7.8). Soient T un U-topos, 

(1.10.3.1) h:TxI^'S^ 

un morphisme cartesien de topos fibres au-dessus de I. Notons ej'.'£)^p ^ ^^p\e foncteur cartesien 
canonique (|4| VI (7.2.6.7)), et posons 

(1.10.3.2) h+= h* oei: X I. 

Pour tout i G Ob(/), on designe par 

(1.10.3.3) ht.T)f,^T 

la restriction de aux hbres au-dessus de i. Compte tenu de I’equivalence de categories (|1. 10. 2.1011 
et de (|4j VI 6.2), il existe un et un essentiellement unique foncteur 

(1.10.3.4) g+'.'Df^T 
tel que soit isomorphe au compose 

(1.10.3.5) > TxI, 

ou la premiere fleche est le foncteur deduit de (I1.10.2.9|) . Montrons que g'^ est un morphisme de 
sites. Pour tout objet (V —>■ U) de £>/, il existe i £ Ob(/), un objet (V) —t Ui) de '£) et un 
isomorphisme de f 

(1.10.3.6) (V^t7) 4$+(V ^t/^). 

Comme les foncteurs hf et sont exacts a gauche, on en deduit que g^ est exact a gauche. 
D’autre part, tout recouvrement fini de type (a) (resp. (/3)) de S)/ (11.9.11) est I’image inverse d’un 
recouvrement de type (a) (resp. (/3)) de D/. pour un objet i £ I, en vertu de 1 [26| 8.10.5(vi)). 
Comme les schemas X et Y sont coherents, on en deduit que g'^ transforme les recouvrements de 
type (a) (resp. (/3)) de S)/ en families epimorphiques de T. Par suite, g'^ est continu en vertu de 
([2] VI.4.4). Il definit done un morphisme de topos 

g:T 


gxid/ 


■ 


(1.10.3.7) 

tel que h soit isomorphe au compose 

(1.10.3.8) Txl 


DfXl 
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ou la seconde fleche est le morphisme (jl.l0.2.11L Un tel morphisme g est essentiellement unique 
car la “restriction” : 23/ —^ T du foncteur g* est essentiellement unique d’apres ce qui precede, 
d’ou la proposition. 

1.10.4. Munissons 23;^ de la topologie totale m VI 7.4.1) et notons Top(23(^) le topos 
des faisceaux de U-ensembles sur 23D’apres (|4] VI 7.4.7), on a une equivalence canonique de 
categories (jl. 1.411 

(1.10.4.1) Top(S^) ^ Hom/o (1°, 5^. 

D’autre part, le foncteur naturel 23,^ 23/ (11.10.2.91) est un morphisme de sites ([4] VI 7.4.4) et 

definit done un morphisme de topos 

(1.10.4.2) t77: 23/Top(23^). 

En vertu de ll. 10. Ill et ('[4] VI 8.2.9), il existe une equivalence de categories 0 qui s’insere dans un 
diagramme commutatif 

(1.10.4.3) S/-^Homeart/z°(/°,5P 

p\ 

•CC7* 

Top(23^) Hom,o (/“, 

ou la fleche horizontale inferieure est I’equivalence de categories (I1.10.4.1|l et la fleche verticale de 
droite est I’injection canonique. 

Pour tout objet F de Top(23,^), si {i i—;• Fi} est la section correspondante de Hom/o (7°, 
on a un isomorphisme canonique fonctoriel ([4] VI 8.5.2) 

(1.10.4.4) cc 7*(E) lim $*(Fi). 

i<=i° 

COROLLAIRE 1.10.5. Soient F un faisceau de Top{'S ip), {i i-A Pi} Za seetzou de Hom/o (7°, 3’^) 
qui lui est associee par I’equivalence de categories (11.10.4.11) . Alors on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel 

(1.10.5.1) lim r)®/,,^,) ^r(S/,lim 

i€I° 

COROLLAiRE 1.10.6. Soit F un faisceau abelien de Top(23,^) et soit {i i— Fi} la section de 
Hom/o(7°, S’^) qui lui est associee par requivalence de categories (I1.10.4.1|) . Alors pour tout entier 
q > 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.10.6.1) lim H«(S/,,7;) T; H«(S/,lim 4>*(7;)). 

0 = 1 ° 0 = 1 ° 

Les corollaires i 1.10. 5| et 1 1.10 .61 resultent de ll.l0.3l et ([4] VI 8.7.7). On notera que les conditions 
requises dans ((4] VI 8.7.1 et 8.7.7) sont satisfaites en vertu de ll. 9. 51 et (j4] VI 3.3, 5.1 et 5.2). 

1.10.7. Nous pouvons maintenant demontrer la proposition 11.9.1^ Choisissons un voisinage 
etale affine Xq de x dans X. Notons 7 la categorie des Vo-schemas etales x-pointes qui sont af- 
fines au-dessus de Xq (cf. [4] VIII 3.9 et 4.5), et ip: I —>■ 93t le foncteur qui a un objet U de 
7, associe la projection canonique fjj: Uy —t U . Alors, / s’identifie canoniquement a la limite 

projective du foncteur p. Pour tout U £ Ob(7), le topos co-evanescent 7/et (tlY)et est ca¬ 
noniquement equivalent au topos 23/,^ (11.10.11) . Notant {Uy —>■ t/)“ le faisceau de Vet ^et 
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associe a I’objet fu de Df, le topos Uet Xu^t (^F)et est aussi canoniquement equivalent au topos 
{X^t ^et)/(; 7 y-}.( 7 )“, en vertu de ll.9.71 Par suite, avec les notations de cette section, pour tout 

faisceau F de Xgt Xx^t Y^t, {U F\{Uy 17)“} est naturellement une section de Hom/o {1°,^'^). 
Elle definit done un faisceau de Top(£);^) (jl. 10. 4.11) . On a un isomorphisme canonique fonctoriel 
(11.10.4.41) 

(1.10.7.1) $*(F) 7} hA F\{Uy 17)“}). 

(i) D’apres ([4] VIII 3.9 et 4.5), on a un isomorphisme canonique 

(1.10.7.2) Pi*{Fh^ lim T{{Uy ^ 17)“,E). 

U€I° 

Celui-ci induit un isomorphisme fonctoriel 

(1-10.7.3) pi4F)^ 4 r(V,t XX,, y,„<^>*{f)), 

en vertu de ll.10.51 La proposition s’en deduit compte teiiu de ll.9.15l il. 

(ii) Cela resulte, comme pour (i), de ll.O.lST iiL 11.1(1^ et de I’isomorphisme canonique (|4] V 
5.1(1)) 

(1.10.7.4) lim W{{Uy ^ V)“,F). 

U£I° 


1.11. Topos de Fallings 

On renvoie a ([2] VI. 10) pour la definition et les principales proprietes du topos de Faltings. 

1.11.1. Dans cette section, f: Y ^ X designe un morphisme de schemas et 

( 1 . 11 . 1 . 1 ) TT-.E^Et/x 

le site fibre de Faltings associe (|2] VI.10.1). On rappelle que E est la categoric des morphismes 
de schemas V ^ U au-dessus de / tels que le morphisme U ^ X soit etale et que le morphisme 
V — >■ Uy = U Xx Y soit etale fiiii. Pour tout {V ^ U) G Oh{E), on a 

(1.11.1.2) 7r(V -^U) = U. 

La hbre de E au-dessus de U s’identifie canoniquement au site fiiii etale de Uy (ll.l.lip . On note 

(1.11.1.3) Lw.-.Eti/UY ^ E, V^iV^U) 

le foncteur canonique m (VL5.1.2)). 

On designe par 

(1.11.1.4) S^Et/x 

le U-topos fibre associe a tt. La categorie fibre de 5" au-dessus de tout U G Ob(Et /x) est canonique¬ 
ment equivalente au topos fiiii etale (17y)f^t de Uy (|1. 1.111) et le foncteur image inverse pour tout 
morphisme t: U' ^ U de Et/x s’identifie au foncteur (tF)fet- {UY)iet — t (17x)fet image inverse 
par le morphisme de topos (ty)fet: (17y)fet ^ (17y)fet ([2 VI.9.3). On designe par 

5’^ —^ (Et/x)° 


(1.11.1.5) 
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la categorie fibree obtenue en associant a tout U G Ob(Et/x) la categoric (C/Y)fet, et a tout 
morphisme t: U' —>■ U de Et/x le foncteur (ty)fet»: (C^Y)fet —>■ (ll^y)fet image directe par le 
morphisme de topos (ty)fet- On designe par 

(1.11.1.6) (Et/x)° 

la categorie fibree obtenue en associant a tout U G Ob(Et/x) la categorie (Etf/j/^)^ des prefais- 
ceaux de U-ensembles sur et a tout morphisme t: U' ^ U de Et/x le foncteur 

(1.11.1.7) (ty)fet*: (Etf/;/^)^ —>• (Etf/f/^)^ 

obtenu en composant avec le foncteur image inverse ty ■ Etf/j/^. 

On note E la categorie des prefaisceaux de U-ensembles sur E. On a alors une equivalence de 
categories ([2] VI.5.2) 

(1.11.1.8) E ^ Hom(^,^^)4(Et/x)“,^'^) 

F I— {Ut-^Focjji}. 

On identifiera dans la suite a la section {17 i—T’oij/i} qui lui est associee par cette equivalence. 

On munit E de la topologie co-evanescente definie par tt ([^ VI.5.3) et on note E le topos des 
faisceaux de U-ensembles sur E. Les site et topos ainsi definis sont appeles site et topos de Faltings 
associes a / ([^ VI.10.1). Si F est un prefaisceau sur E^ on note le faisceau associe. D’apres 
([1] VI.5.11), le foncteur (ll.ll.l.Sp induit un foncteur pleinement fidele 

(1.11.1.9) E ^ Hom(Et,,)c((Et/x)°,r), 

d’image essentielle les sections {17 i—>■ Fu} verifiant une condition de recollement. 

Les foncteurs 

(1.11.1.10) cr+:Et/x^E, 17 HA (17y ^ 17), 

(1.11.1.11) ax!: Etf/y ^ T;, V ha (V ^ V). 

sont exacts a gauche et continus ([2] VI.10.6). Ils definissent done deux morphismes de topos 

( 1 . 11 . 1 . 12 ) a:E^Xet, 

(1.11.1.13) p-.E^Yuf 

Pour tout faisceau F = {U ha Fjj} sur E, on a /3*(F) = Ex- 
Le foncteur 

(1.11.1.14) ^+:E^'Et/Y, (V^t/)HAV 

est continu et exact a gauche ([2] VI.10.7). II definit done un morphisme de topos 

(1.11.1.15) ^-.Y^t^E. 

Nous changeons ici de notations par rapport a loc. cit., en reservant la notation aux foncteurs des 
cycles co-proches dans le sens strict (11.9.1.91) . Pour tout faisceau F de Y^t, on a un isomorphisme 
canonique de E 

(1.11.1.16) MF) 4 {[/ ^ PUr*{F\UY)}, 

ou pour tout objet U de Et/x, PUy ■ (t^v)et —>• {UY)iet est le morphisme canonique (11.1. 11. 1|) . 
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1.11.2. On designe par Etcoh/x la sous-categorie pleine de Et/x formee des schemas etales 
de presentation finie sur X, munie de la topologie induite par celle de Et/x dl-l-HI) . et par 

(1.11.2.1) '^coh ■ Ecoh ^ Et(.Q}^^x 

le site fibre deduit de tt (11.11.1.11) par changement de base par le foncteur d’injection canonique 

(1.11.2.2) Etcoh/x —Et/x- 

On munit Ecoh de la topologie co-evanescente definie par TTcoh (H] VI.5.3). D’apres (|2] VI.10.4), si 
X est quasi-separe, la projection canonique Ecoh E induit par restriction une equivalence entre 
le topos E et le topos des faisceaux de U-ensembles sur Ecoh- De plus, sous la meine hypothese, la 
topologie co-evanescente de Ecoh est induite par celle de E. 

1.11.3. On designe par S>f+ le site co-evanescent du foncteur /+ : Et/x Et/x de change¬ 
ment de base par /, et par Vet Xx^t ^et le topos co-evanescent du morphisme f^t '■ Yet Vet (cf. 
I1.9.1|) . Tout objet de E est naturellement un objet de ^f+- On definit ainsi un foncteur pleinement 
fidele et exact a gauche 

(1.11.3.1) p+:E^@f+. 

Celui-ci est exact a gauche et continu d’apres m VI.10.15). II definit done un morphisme de topos 

(1.11.3.2) p: Vet Xx,, Vet^E. 

Pour tout faisceau E = {{7 i—>■ Eu} de Vet Xx^t l^t (11.9.2.91) . on a un isomorphisme canonique 

(1.11.3.3) P*{F) = {U^ pur*{Fu)}- 

D’autre part, pour tout faisceau G = {U Gjj} de E, p*{G) est le faisceau associe au prefaisceau 
sur S)f+ defini par {U ^ PuriFru)} en vertu de ([2] VI.6.5). 

II resulte aussitot des definitions qu’avec les notations de 11.9.11 les carres du diagramme 

(1.11.3.4) Vet Vet XX,, Vet V.t 

p PY 

Xet --^- E -Vfet 

et le diagramme 

(1.11.3.5) Vet Vet Xx„ Vet 

P 

E 

sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres. 

Proposition 1.11.4. Supposons X etY coherents. Alors, 

(i) Pour tout objet {V —>■ U) de Ecoh (11.11.21) . le faisceau associe iV —>■ 17)“ est un objet 
coherent de E. 

(ii) Le topos E est coherent; en particulier, il a suffisamment de points. 

(iii) Le morphisme p (jl.ll.3.2|) est coherent. 
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Les propositions (i) et (ii) sont mentionnees a titre de rappel (|2] VI.10.5). Montrons la pro¬ 
position (iii). Avec les notations de ll. 1. Ill le morphisme / induit un foncteur 

(1.11.4.1) fcoh - Etcoh/A Etcoh/y- 

On note le site co-evanescent associe a (11.9.11) . D’apres 11.9.31 le foncteur d’injection 

canonique ^ ^f+ (11.11.31) est continu et exact a gauche. II induit une equivalence entre les 
topos associes. Pour tout objet (V —>■ U) de E^oh, P'^{V —t U) est un objet de ^f+ . La proposition 
(iii) resulte alors de (il. ll.O.Sl iil et ([J VI 3.2) applique a la famille topologiquement generatrice 
Ecoh E. 

Proposition 1.11.5 ([^ VI.10.21). Si les schemas X etY sont coherents, lorsque {y x) 

decrit la famille des points de X^t Yet (11.9.161) . la famille des foncteurs fibres de E associes 
aux points p{y x) est conservative (11.11.3.21) ([4] IV 6.4.0). 

On notera que sous les niemes hypotheses, la famille des foncteurs fibres de XA^t 
associes aux points (y x) est conservative en vertu de 11.9.61 

^— 

1.11.6. Soient X_ un X-schema, Y_ = Y Xj^X, / :V^-Xla projection canonique, X^^ 

le topos co-evanescent et E le topos de Faltings associes a /. On verifie aussitot que le dia- 
gramme 

(1.11.6.1) Xm X^^ X^ Xx^t ^et 

p p 

E -5- ^E 

ou les morphismes S et 4) sont definis par fonctorialite (11.9.3.lOp et ([^ (VI.10.12.5)), et p et p 
sont les morphismes canoniques (11.11.3.21) . est commutatif a isomorphisme canonique pres. On en 
deduit un morphisme de changement de base 

( 1 . 11 . 6 . 2 ) c:^*p^^pE*. 

En restreignant aux faisceaux abeliens, on deduit un morphisme pour tout entier q > 0 (cf. [T] 

1 . 2 . 2 ) 

(1.11.6.3) c« : ^ 

Proposition 1.11.7. Conservons les hypotheses et notations de 11.11.51 supposons, de plus, 
que I’une des deux hypotheses suivantes soit satisfaite : 

(a) X est etale au-dessus de X; 

(b) le morphisme f: Y ^ X est coherent, et X est le localise strict de X en un point geome- 
trique x de X. 

Alors, 

(i) Pour tout faisceau F de X^t Xx^t Yet, E morphisme de changement de base (jl.11.6.21) 
(1.11.7.1) c{F):<t>*{p,F)^p^{E*F) 

est un isomorphisme. 
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1. PRELIMINAIRES 


(ii) Pour tout faisceau abelien F de tout entier q > 0, le morphisme de 

changement de base (11.11.6.31) 

(1.11.7.2) ^ RV^(S*F) 
est un isomorphisme. 

Considerons d’abord le cas (a). Notons (Y_ X)“ le faisceau de E associe a I’objet (X —>■ Y_) 

de E. D’apres ([2] VI.10.14), on a une equivalence canonique 

(1.11.7.3) 

dont le compose avec le morphisme de localisation de E en {Y_ X)“ est egal a d*. D’apres [1.9. 71 

on a une equivalence canonique 

(1.11.7.4) Xst ^ (-^et ^et)/p*((y^A)“)’ 

^- 

dont le compose avec le morphisme de localisation de en p*{(Y_ V)“) est egal a S. 

De plus, p s’identifie a la restriction de p au-dessus de (V —)• X)“ ([4] IV (5.10.3)). La proposition 
(i) s’ensuit aussitot, et la proposition (ii) est une consequence de ([4] V 5.1(3)). 

Considerons ensuite le cas (b). Choisissons un voisinage etale affine Xq de x dans X et notons 
la categorie des Vp-schemas etales x-pointes qui sont affines au-dessus de Xq (cf. |5 VIII 3.9 
et 4.5). Tout objet X' de donne lieu a un diagramme a carres commutatifs a isomorphismes 
canoniques pres 


(1.11.7.5) 


2Lit xx.. Ym 


xi, XX' {YxxX') 


et 


E- 




Px' 


■ Ex' 


■ Vet X Yet 
P 

- ^E 


ou Xi^ Xx' (Y Xx V')et est le topos co-evanescent et Ex' est le topos de Faltings associes a la 
projection canonique f \Y Xx V' —)> V', px' est le morphisme canonique (ll.ll.3.2|) et les fleches 
horizontales sont les morphismes de fonctorialite. 

Suivant 11.10.11 on designe par 

(1.11.7.6) 

le topos fibre obtenu en associant a tout objet X' de 03^- le topos X'^^ Xx' {Y Xx V')et, et a tout 
morphisme V" —^ X' de 03^ le foncteur 

Vlt Xx-^ (V XX V')et ^ V" Xx'; (V Xx V")et 

image inverse par le morphisme de fonctorialite. En vertu de ll.10.,^ les morphismes Sx/ identifient 

le topos 2Let ^ limite projective du topos fibre jj. 

Suivant ([^ VI. 11.1), on designe par 

(1.11.7.7) 

le topos fibre obtenu en associant a tout objet X' de 53^ le topos Ex', et a tout morphisme 
V" X' de 23^ le foncteur Ex' —t Ex" image inverse par le morphisme de fonctorialite. En vertu 
de ([2] VI. 11.3), les morphismes $x' identifient le topos E a la limite projective du topos fibre ©. 
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Les morphismes px', pour X' G 0 b( 5 J 3 -), definissent un morphisme de topos fibres f[4] VI 
7.1.6) 

(1.11.7.8) 

Le morphisme p se deduit de g par passage a la limite projective ([4] VI 8.1.4). 

D’apres ([^ VI 8.5.10), pour tout objet F de Vet Xx^t on a un isomorphisme canonique 

(1.11.7.9) p^{E*iF))^ lim 

X'eOb(QJ^) 

On notera que les conditions requises dans (|5 VI 8.5.10) sont satisfaites en vertu de ll. 9. 51 11.11.41 
et (15 VI 3.3 et 5.1). Par ailleurs, compte tenu de (|T] 1.2.4(i)), le morphisme c{F) (ll.ll.7.ip 
s’identifie a la limite inductive des morphismes 

( 1 . 11 . 7 . 10 ) rx'i‘^*x'ip*im ^ rx'ipx'*i^*x'iF))) 

deduits des morphismes de changement de base relativement au carre de droite de (11.11.7.51) . Ces 
derniers sont des isomorphismes d’apres le cas (a); d’ou la proposition (i) dans le cas (b). 

On demontre de meme la proposition (ii) en utilisant ([4] VI 8.7.5). 

1.11.8. Supposons X strictement local. D’apres ([2] VI.10.23 et VI.10.24), on a un morphisme 
canonique de topos 

( 1 . 11 . 8 . 1 ) e:Yi,t^E, 

qui est une section de P (11.11.1.131) . i.e., on a un isomorphisme canonique 

( 1 . 11 . 8 . 2 ) 

On obtient un morphisme de changement de base ([5 (VI.10.24.4)) 

(1.11.8.3) /3, ^r. 

En vertu de m VI.10.25), le diagramme 

(1.11.8.4) Vet Vet XX,, Vet 

PY P 

Vf,t- - -^ E 

ou py est le morphisme canonique (11.1.11.11) et 7 est le morphisme defini dans (ll.9.11.3p . est 
commutatif a isomorphisme canonique pres. II induit done un morphisme de changement de base 

(1.11.8.5) e*p^^pY*l*. 

En restreignant aux faisceaux abeliens, on deduit un morphisme pour tout entier q > 0 (cf. [T] 

1 . 2 . 2 ) 

(1.11.8.6) rRV ^ 

Proposition 1.11.9. Conservons les hypotheses et notations de ll. 11. SI Alors, 

(i) Le morphisme de changement de base /3* —>■ 9* (11.11.8.31) est un isomorphisme; en parti- 
culier, le foncteur (3^: est exact. 

(ii) Pour tout faisceau F de Vet Xx,, Y^t, le morphisme de changement de base (11.11.8.51) 

(1.11.9.1) e*{p.{F))^ pY.il*{F)) 

est un isomorphisme. 
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1. PRELIMINAIRES 


(iii) Pour tout faisceau abelien F de Xx^t tout entier q > 0, le morphisme de 

changement de base (11.11.8.61) 

(1.11.9.2) r(RV*(-F’)) ^ R‘^Py*{i*{F)) 

est un isomorphisme. 

La proposition (i) est mentionnee a titre de rappel ([2] VI.10.27). Considerons le diagramme 


(1.11.9.3) 




PY 


^et -^'et 

P 


et 

PY 


Vf^t- - -^ E - - -^ Vf^t 


dont les carres sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres (11.11.3.41) et (11.11.8.41) . 

Le diagramme de morphismes de foncteurs 

(1.11.9.4) 0*p*^^px*7* 

a b 

-s- Py*P>2* 

ou a est induit par (ll.ll.8.3|) , b est induit par (11.9. 11. 5|) , c est le morphisme de changement de base 
(ll.ll.8.5|) et d est I’isomorphisme de commutativite du carre de droite de (11.11.9.31) . est commutatif. 
En effet, d’apres ([T] 1.2.4(iii)), coa est le morphisme de changement de base relativement an carre 
commutatif 


(1.11.9.5) 


PY 

Vf4t 


Vet ^ Xet 

Pp 

— Vfet 


La proposition (ii) resulte de (jl.ll.9.4p . (i) et 11.9.131 

Restreignant aux faisceaux abeliens, pour tout entier g > 0, le diagramme de morphismes de 
foncteurs 

(1.11.9.6) e*Wp^^-^Y{PpY*l* 

a" bO 

/3,RV* RVf*P2* 

OU a'5 est induit par (11.11.8.31) . b‘‘ est induit par (11.9.11.51) . est le morphisme de changement de 
base (|1.11.8.6I) et est I’isomorphisme deduit de la relation /3p = pYP 2 (ll.ll.9.3p et de I’exactitude 
des foncteurs /3* et p 2 * (cf. (i) et ll.9.131) . est commutatif. En effet, d’apres ([T] 1.2.4(v)), est 

le morphisme de changement de base relativement au carre commutatif (|1.11.9.5I) . La proposition 
(iii) resulte de (11.11.9.61) . (i) et ll.9.131 
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1.11.10. Soient x un point geometrique de X, X_ le localise strict A.e X en x,Y_ = Y Xx 2L, 
/: y X la projection canonique, X^^ —et topos co-evanescent et S le topos de Fallings 

associes a /. Les deux carres du diagramme 

(1.11.10.1) Xx,, y,t ^et Xx„ Fet 



P 

e I 

^ ^ j 


Hfet -^-2- 


on 7 est le morphisme (ll.9.11.3|l , 9 est le morphisme (|1.11.8.1|) , $ et S sont induits par fonctorialite 
par le morphisme canonique ^ X, p et p sont les morphismes canoniques (ll.ll.3.2p et pY_ est 
le morphisme canonique (11.1. 11. ip . sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres (ll.ll.O.ip 
et (11.11.8.41) . On pose 

(1.11.10.2) (fe = 7* O S* : Xet Xx„ Fet ^ Het, 

(1.11.10.3) p^ = e*o^*-.E ^ Ff,t. 

On note 

(1.11.10.4) c: (fxP* PY*(j>x 

le morphisme de changement de base relativement au rectangle exterieur du diagramme (11.11.10.11) . 
En restreignant aux faisceaux abeliens, on deduit un morphisme pour tout entier q > 0 (cf. [T] 
1 . 2 . 2 ) 

(1.11.10.5) ^ RVi:*<fe. 

Proposition 1.11.11. Conservons les hypotheses et notations de ll.ll.IOl ; supposons de plus 
que le morphisme f: Y ^ X soit eoherent. Alors, 

(i) Le diagramme 

C* p* 

(1.11.11.1) 'PxP*P* - ^ PY*(j>xP* 

a 

Ex ^ Pyj^PyEx 

ou a et b sont induits par les morphismes d’adjonction id P*P* et id Py*Py> 
commutatif. 

(ii) Pour tout faisceau F de X^t Xx^t ^et, le morphisme de changement de base (11.11.10.41) 

(1.11.11.2) c(F): Ex{p*{F)) pY*{(h{E)) 

est un isomorphisme. 

(iii) Pour tout faisceau abelien F de Xet Xx^t et tout entier q > 0, le morphisme de 
changement de base (11.11.10.51) 

(1.11.11.3) c«: (^(RV4^)) ^ RV4^(-F’)) 

est un isomorphisme. 
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1. PRELIMINAIRES 


(i) En effet, les triangles du diagramme 
(1.11.11.4) P^y^xP*P* = (hp*p*p* 



PyV’x - (^xP* 


ou c' est le niorphisnie adjoint de c * p* et d est induit par le morphisme d’adjonction p*p* id, 
sont commutatifs en vertu de ([4] XVII 2.1.3). 

(ii) Notons 

(1.11.11.5) ci:$*p* ^ 

(1.11.11.6) ^2-0*p^ Py*1*, 

les morphismes de changement de base relativement an carre de droite et an carre de gauche du 
diagramme (11.11.10.11) . respectivement. D’apres ([l] 1.2.4(i)), on a 

(1.11.11.7) c(F) = C 2 (S*(E)) o r (ci(F)). 

Comme Ci(F) est un isomorphisme en vertu de ll.ll.7l il. et que C2(5*(F)) est un isomorphisme en 
vertu de ll.ll.ill iil. c(F) est un isomorphisme. 

liiil II suffit de calouer la oreuve de ('hi en utilisant ll.ll.7liil.ll.ll.Qliiil et m i.2.4(ii)). 

COROLLAIRE 1.11.12. Supposons que les schemas X et Y soient coherents, et que pour tout 
point geometrique x de X, notant le localise strict de X en x, le schema = Y Xx -^(x) 
ait un nombre fini de composantes connexes. Alors, le morphisme d’adjonction id p*p* est un 
isomorphisme (11.11.3.21 ) ; en particulier, le foncteur 

( 1 . 11 . 12 . 1 ) p*:E^X,tXx,,Y^t 

est pleinement fidele. 

En effet, soient x un point geometrique de X, PY^^) '■ V(a),et Y(^x),iet le foncteur canonique 
(11.1. 11. 1|) . tpY- E —^ le foncteur defini dans (11.11.10.31) . En vertu de ([^ VI.9.18), le mor¬ 

phisme d’adjonction id —>■ Py^-^)*Py^-^ est un isomorphisme. On en deduit, d’apres ll.ll.lll il-fiil. 
que le morphisme —>■ ipxP*p* induit par le morphisme d’adjonction id p*p* est un isomor¬ 
phisme. La proposition s’ensuit puisque la famille des foncteurs lorsque x decrit I’ensemble des 
points geometriques de X, est conservative d’apres ([2] VI.10.32). 

COROLLAiRE 1.11.13. Soient P un ensemble de nombres premiers, F un faisceau abelien de 
¥-torsion de E, q un entier > 1. Supposons que les schemas X etY soient coherents, et que pour 
tout point geometrique x de X, notant le localise strict de X en x, le schema Y(j-j = Y XxX(^'^ 
soit K{tt, 1) pour les faisceaux aheliens de V-torsion (11.2.21) . Alors, on a 

(1.11.13.1) RV*(p*(i^)) =0. 


En effet, soient x 

(11. 1.11. ID. 

un point geometrique de X, 


• ^(s),et L(s),fet le foncteur canonique 

(1.11.13.2) 

i — 

4^- ^et 


^{x) ,et; 

(1.11.13.3) 

Ex'- E 

-)• 
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les foncteurs definis dans (jl. 11 . 10 . 211 et (jl. 11 . 10 . 311 . En vertu de ll.ll.lTl' iiii. on a un isomorphisme 
canoiiiqe 

(1.11.13.4) ^ R^PY,^,.{<h{p*{F))). 

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique 4>x{p*{F)) ^ P\-) i'PxiF)) (|1. 11.10. II) . On en deduit 
que ipx(R'^P*{p*(F))) = 0. La proposition s’ensuit compte tenu de ([^ VI.10.32). 











CHAPITRE 2 


Theorie de Hodge p-adique 


2.1. Hypotheses et notations; schema logarithmique adequat 

On renvoie a ([^ II.5) pour un lexique de geometric logarithmique. 

2.1.1. Dans ce chapitre, K designe un corps de valuation discrete complet de caracteristique 
0, a corps residuel algebriquement clos k de caracteristique p > 0, I’anneau de valuation de K, 
K une cloture algebrique de AT, la cloture integrate de dans K, I’ideal maximal de 
et Gk le groupe de Galois de K sur K. On note le separe complete p-adique de me son 
ideal maximal, C son corps des fractions et v sa valuation, normalisee par v{p) = 1. On designe 
par par Z(l) et Zp(l) les Z[Gif]-modules 


(2.1.1.1) 

Z(l) 

= lim 

n>l 

(2.1.1.2) 

Zp(l) 

= Im 7ipn(^-j^), 


n>0 


ou designe le sous-groupe des racines n-iemes de I’miite dans Pour tout Zp[G/f]- 

module M et tout entier n, on pose M(n) = M Zp(l)®"’. 

On pose S = Spec(^K) et S' = Spec(^i^) et on note s (resp. 77, resp. if) le point ferme de S 
(resp. generique de S, resp. generique de S). Pour tout entier n > 1, on pose S„ = '&pec{0 ‘k/ p'^^ k)■ 
Pour tout S-schema X, on pose 

(2.1.1.3) X = XxsS et A„ = AxsS„. 

On munit S de la structure logarithmique definie par son point ferme, autrement dit, 
O ou u: 77 ^ S est I’injection canonique. 

2 .1.2. Comme satisfait les conditions requises dans ll.Sdl il est loisible de considerer les 
notions introduites dans les sections foura pour cet anneau. On choisit un systeme compatible 
(/3n)n>o de racines r7-iemes de p dans Pour tout nombre rationnel e > 0, on pose 77^ = (/3„)®”, 
ou n est un entier > 0 tel que en soit entier. 

2.1.3. Dans la suite de ce chapitre, /: {X,^x) {S,^s) designe un morphisme adequat 

de schemas logarithmiques ([^ III.4.7). On note d = dim(A/S) la dimension relative de X sur S. 
On designe par X° le sous-schema ouvert maximal de X ou la structure logarithmique est 
triviale; e’est un sous-schema ouvert de A^. On note j: X° X I’injection canonique. D’apres 
f[2] III.4.2(iv)), j est schematiquement dominant et on a un isomorphisme canonique 

(2.1.3.1) ^ ^ ^x- 

En particulier, Phomomorphisme canonique ^x ffx est un monomorphisme. Pour tout X- 
schema U, on pose 

(2.1.3.2) U° = UxxX°. 
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2. THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 


On note h: X ^ X et h: X —>■ X les morphismes canoniques (12.1.1.3L de sorte que I’on a 
h = ho jj^. Pour alleger les notations, on pose 

(2.1.3.3) ^x/s = ^lx,^x)/is,^s)’ 

que I’on considere comme un faisceau de X^^^ ou Xet, selon le contexte (cf. 11.1.121) . La derivation 
logarithmique canonique 

(2.1.3.4) dlog: 

induit un morphisnie ^x-lineaire et surjectif i |36| IV 1.2.10) 

(2.1.3.5) ffx -t ^x/s- 

2.1.4. Pour tout entier n > 1, on note a: Xs ^ X, Un- Xg ^ —)• V et I„: Xn —t 

X les injections canoniques (j2. 1.1. 311 . Le corps residuel de ffx etant algebriquement clos, il existe un 
unique S'-inorphisme s ^ S. Celui-ci induit des immersions fermees a: Xg X et a„: Xg —^ V„ 
qui relevent a et a„, respectivement. 



Comme h est entier et que hn est un honieomorphisme universel, pour tout faisceau ^ de Vet, le 
morphisme de changement de base 

(2.1.4.2) a*{K{^)) 

est un isomorphisme ([4] VIII 5.6). Par ailleurs, a„ etant un homeomorphisme universel, on pent 
considerer comme un faisceau de Xg^zai ou Xg^et, selon le contexte (cf. 11.1.121) . 

On pose 

(2.1.4.3) = i^x/s ®ex 

que I’on considere aussi un faisceau de Xg^^ai ou Xg^et, selon le contexte. 

2.1.5. On designe par 

(2.1.5.1) 7r:L;^Et/x 

le U-site fibre de Fallings associe au morphisme h: X° —5> X lcf. ll.ll.il) . Pour tout U G Ob(Et/x), 
on note 

(2.1.5.2) iij\ Et^y^o —y E 

le foncteur canonique (ll.ll.l.3|) . On munit E de la topologie co-evanescente definie par tt ([^ 
VI.5.3) et on note E le topos des faisceaux de U-ensembles sur E. On designe par 

(2.1.5.3) u:E^Vet, 

(2.1.5.4) 13:E^XI,, 

(2.1.5.5) 

(2.1.5.6) p: Vet XX,, 
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2.1. HYPOTHESES ET NOTATIONS; SCHEMA LOGARITHMIQUE ADEQUAT 

les niorphisnies canoniques (jl.ll.l.l2L (I1.11.1.13|l . (11.11.1.1511 et (jl.ll.3.2|l . 

2.1.6. On note Eg le sous-topos ferme de E complementaire de I’ouvert cr*(X^) ([2] III.9.3), 

( 2 . 1 . 6 . 1 ) S:Eg^E 

le plongement canonique et 

( 2 . 1 . 6 . 2 ) Os'-Eg ^Xg 4,1 

le morphisme de topos induit par cr (12.1. 5. 3|1 ([ 2 ] (III.9.8.3)). Le diagramme de morphismes de 
topos 

(2.1.6.3) Eg^^Xg^4t 

5 a 


est commutatif a isomorphisnie pres. Les foncteurs a* et d* etant exacts, pour tout groupe abelien 
E de Eg et tout entier j > 0, on a un isomorphisme canonique 

(2.1.6.4) a4RV«,(F)) ^ RV,((5,i^). 

Notons Pt(i?) et Pt{Eg) les categories des points de E et Eg, respectivement. Le foncteur 

(2.1.6.5) Pt(i?s)Pt(i?), q^Soq, 
est pleinement fidele ([4] IV 9.7.2). 

Lemme 2.1.7 ([2] III.9. 5). (i) Soit (y -w x) un point de X^t Xx^t ^et (11-9.16|1 . Pour que 
p{y x) appartienne a Vimage essentielle du foncteur (12.1. 6. 5|1 . il faut et il sujfit que x soit 
au-dessus de s. ^ ^ 

(ii) La famille des points de Eg definie par la famille des points p{y x) de E tels que x soit 
au-dessus de s est conservative. 

2.1.8. D’apres ([^ IIL4.2(iii)), X est normal et localement irreductible ([2] III.3.1). Par 
ailleurs, I’immersion j: X° —>■ X est quasi-compacte puisque X est noetherien. Pour tout objet 
(V —>■ U) de E, on note U la fermeture integrale de U dans V. Pour tout morphisme {V' 

U') {V —)■ U) de E, on a un morphisme canonique C/ ^ ^ qui s’insere dans un diagramme 

commutatif 

(2.1.8.1) V' -- ^U' - ^U' 

V -- ^17 - 

On designe par ^ le prefaisceau sur E defini pour tout (V —>■ t/) € Ob(i?), par 

( 2 . 1 . 8 . 2 ) WiiV ^U)) = T{U^,ffjjv). 

C’est un faisceau pour la topologie co-evanescente de E en vertu de ([2] III.8.16). Pour tout 
U G Ob(Et/jf)) on pose 

(2.1.8.3) o Lij\ . 
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D’aprfe ([^ III.8.17), on a un homomorphisme canonique 

(2.1.8.4) cr*(n*(%)) 

Sauf mention explicite du contraire, on considere a (12.1.5.31) comme un morphisme de topos anneles 

(2.1.8.5) a: {E,'W) ^ 

Notant encore le faisceau constant de de valeur ^K- Sauf mention explicite du 

contraire, on considere j3 112. 1.5. 41) comme un morphisme de topos anneles 

(2.1.8.6) P:{E,W)^{X;et,^K)- 

2.1.9. Pour tout entier n > 0 et tout U S Ob(Et/x)) on pose 

(2.1.9.1) 

(2.1.9.2) ^u,n = SSuS^u ■ 

Les correspondances {U M- et {U i-A ^u,n} forment naturellement des prefaisceaux sur E 

(ll.ll.l.8|) . et les morphismes canoniques 

(2.1.9.3) {U^p'^WuV 

(2.1.9.4) {t/ I— >■ 

ou les termes de gauche designent les faisceaux associes dans if, sont des isomorphismes en vertu 
de (m VI.8.2 et VI.8.9). 

D’apres ([^ III.9.7), 3§n est un anneau de Eg. Si n > 1, on note 

(2.1.9.5) tT„: (ifs,.^n) (^s,et, ^x„) 

le morphisme de topos anneles induit par a (12.1.8.51) (cf. [2] (III.9.9.4)). Pour tout entier g > 0, on 
designe par 

(2.1.9.6) R%„,: Mod(^„,.E,) ^ Mod(^;^^,X,,et) 

le g-ieme foncteur derive droit de cr„* (cf. 11.1.91 pour les notations). 

Notant encore le faisceau constant de de valeur on designe par 

(2.1.9.7) Un : (Ss,^n) ^ (X;,t, Gp^jp^Gp^). 
le morphisme induit par /3 (12.1.8.61) . 

Remarque 2.1.10. Sous les hypotheses de 12.1.91 on notera que I’homomorphisme canonique 

(12.1.5.21) 

(2.1.10.1) ^U,n SSn O I'll'. 


n’est pas en general un isomorphisme; c’est pourquoi nous n’utiliserons pas la notation SSn,u- 
Toutefois, sous certaines hypotheses (|2.3.1|) . nous montrerons dans 12.3.371 aue pour tout schema 
affine U de Et, I’homomorphisme (12.1. 10. ip est un a-isomorphisme. 
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2.1. HYPOTHESES ET NOTATIONS; SCHEMA LOGARITHMIQUE ADEQUAT 

2.1.11. Soient U un objet de Et/Xj V un point geometrique de [/ . Le schema U etant 
localement irreductible d’apres ([2] III.3.3 et III.4.2(iii)), il est la somme des schemas induits sur 
ses composantes irreductibles. On note U la composante irreductible de U (ou ce qui revient an 
meme, sa composante connexe) contenant y. De meme, U est la somme des schemas induits sur 
ses composantes irreductibles et U*° = U* Xx X° est la composante irreductible de U° contenant 
y. On note le topos classifiant du groupe profini 7ri(?7 ,y) et 

( 2 . 1 . 11 . 1 ) i^y-. ^ 

le foncteur fibre de en y (11.1.13.31) . On pose 

( 2 . 1 . 11 . 2 ) rI = Uy(Wu\U*°). 

Explicitement, soil le revetement universel normalise de U en y (11.1.131) . Pour chaque 

i G I, (Vi ^ U) est naturellement un objet de E. On note U ' la fermeture integrale de U dans 
Vi- Les schemas {U ')i^i forment alors un systeme projectif filtrant, et on a 

(2.1.11.3) = lim r([7^\^jjn). 

7 ^ 


Remarque 2.1.12. Sous les hypotheses de 12.1.111 si, de plus, U est affine, I’anneau est 
integre et normal. En effet, le schema U est affine, integre et normal. Pour tout i (i I, Vi etant 
connexe, il est alors integre et normal. Par suite, U ' est integre, normal et entier sur D* ( \ 24 \ 
6.3.7). Par ailleurs, pour tous {i,j) € P avec i > j, le morphisme canonique U ' ^ U ^ est entier 
et dominant. L’assertion recherchee s’ensuit d’apres l |23j 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)). 

2.1.13. Soient x un point geometrique de X, X' le localise strict de X en x. On designe 
par la categorie des X-schemas etales x-pointes, ou ce qui revient au meme, la categoric des 
voisinages du point de X^t associe a x dans le site Et/x (0 IV 6.8.2 et VIII 3.9), et par la 
sous-categorie pleine de 23^ formee des objets (D, p: x —)• D) tels que le schema U soit affine. Ce 
sont des categories cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique —>■ est cofinal (0 I 

8.1.3(c)). Pour tout objet {U,p:x^ U) de on note encore p: X' ^ U le morphisme deduit 
de p (0 VIII 7.3) et on pose 

(2.1.13.1) p° = pXxX°:X'° ^U°. 

On note 

(2.1.13.2) ^-.E^X'fl 
le foncteur canonique defini dans (11.11.10.31) . 

Le foncteur compose o /3* est canoniquement isomorphe au foncteur image inverse par le 
morphisme canonique Xf^^ —>■ Vfet, d’apres (|1.11.8.2I1 et ([2] (VI.10.12.6)). Pour tout objet F de 
Vet, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel 

(2.1.13.3) Pxia*iF))^Fx, 

de but le faisceau constant de Xf^^ de valeur en vertu de ([2] VI.10.24 et (VI.10.12.6)). 

Pour tout objet F = {U i—5> Fjj} de E, on note F^ le faisceau de E associe a F, et pour tout 
U G Ob(Et/x)) Fu le faisceau de associe a Fjj- D’apres ([^ VI.10.37), on a un isomorphisme 
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canonique et fonctoriel 

(2.1.13.4) 

En vertu de ([2] VI. 10.30), pour tout groupe abelien F de E et tout entier q > 0, on a un 
isomorphisme canonique et fonctoriel 

(2.1.13.5) RV*(F)^ ^ 

2.1.14. Soient {y -w x) un point de Vet (11.9.161) . X' le localise strict de X en x. 

Le V-morphisme u: y ^ X' definissant (jj x) se releve en un X -morphisme v: y ^ X et 
induit done un point geometrique de X que Ton note aussi (abusivement) y. On designe par 

la categorie des V-schemas etales x-pointes. Pour tout objet {U, p: x ^ U) de 23^, on note encore 
p: V' 17 le morphisme deduit de p ([4] VIII 7.3) et on pose 

(2.1.14.1) p° = p xx V'° ^17°. 

On note aussi (abusivement) y le point geometrique p°(v(y)) de U . 

Pour tout objet E = {[/ i—>■ Fjj} de E (11.11.1.81) . on note F® le faisceau de E associe a F, et 
pour tout U e Ob(Et/x)) Fu faisceau de associe a F^/. D’apres ([2] VI.10.36 et (VI.9.3.4)), 
on a un isomorphisme canonique et fonctoriel 

(2.1.14.2) 1^ {Flr)p„.(y), 

ou p est le morphisme (j2.1.5.6|) et pjjo: —>■ I/f^t est le morphisme canonique (11.1.11.11) . Compte 

tenu de (12.1. 11. 2p et ([^ VI.9.9), on en deduit un isomorphisme canonique de r(V , ^.^')-algebres 

(2.1.14.3) RI, 

(V,p)e!Ii£- 

ou est la T{U, ^^)-algebre definie dans (12.1.11.31) . 

2.1.15. Conservons les hypotheses et notations de 12.1.141 : supposons, de plus, que x soit 
au-dessus de s. D’apres (E III.3.7), X est normal et strictement local (et en particulier integre). 
Pour tout objet (17, p: x —>• U) de 23x, on designe par U la composante irreductible de U contenant 
y et on pose U = U Xx X° qui est la composante irreductible de U contenant y (cf. 12.1.111) . 
Le morphisme p° : x'° U° (12.1. 14. ip se factorise done a travers U*°. On designe par 

le topos classifiant du groupe profini tti (V , y) et par 

(2-1-15.1) ixy-. ^ 

le foncteur fibre de V (11113. 31) . D’apres ([ 2 ] VI.10.31 et VI.9.9), le foncteur compose 

(2.1.15.2) E-f^xZt -- Ens , 

ou (px est le foncteur canonique (12.1. 13. 2p et la derniere fleche est le foncteur d’oubli de I’action 
de 7ri(V ,y), est canoniquement isomorphe au foncteur fibre associe au point p{y ^ x) de E. 


<^(F^)7> lim (p°)f*,t(E^)- 

(t/,p)e93^ 
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On observera ([2] (VI.10.25.6)) que pour tout objet F de I’isomorphisme (12.1. 13. 3p induit 
I’isomorphisme canonique ([^ (VI.10.18.1)) 

(2.1.15.3) ^ F^. 

On definit la r(V^, de par la formule 

(2.1.15.4) Tf^, = lim Tfjj, 

(t/,p)e®A 


ou Ton considere comme une T{U, i^jj)-algebre de (12.1.11.31) . On note Rx> son separe 

complete p-adique. L’isomorphisme (12.1. 13. 4p induit un isomorphisme de r(v\ l^■y')-algebres de 

®7ri(X'°.y) 

(2.1.15.5) 

dont I’isomorphisme de r(V , )-algebres sous-jacent est (12.1.14.311 . 

Remarques 2.1.16. Soient x un point geometrique de X au-dessus de s, X' le localise strict 
Ae X ifx'. E ^ le foncteur canonique (12.1. 13. 2p . Alors, 

(i) II existe un point (y x) de Vet V^^ (|1.9.16l) . En effet, d’apres (| 2 ] III.3.7), x' 

est normal et strictement local (et en particulier integre). Comme X° est schematiquement 
dense dans X (I2.1.3p . x'° est integre et non-vide 1 | 26 ) 11.10.5). Soit v: y ^ x'° un point 
geometrique de X . On note encore y le point geometrique de V et rt: y —^ X' le X- 

morphisme induits par v. On obtient ainsi un point (y x) de Vet ^et- 

(ii) Le morphisme d’adjonction id S^S* (I2.1.6.ip induit un isomorphisme de foncteurs 


(2.1.16.1) 


‘fix . 


En effet, d’aDres [2.1.7l il. pour tout objet F de E, le morphisme d’adjonction 


(2.1.16.2) 




est un isomorphisme. Comme V est integre ([ 2 ] III.3.7), la proposition s’ensuit compte 
tenu de la description (12.1.15.211 du foncteur fibre en p{y -w x). 


2.2. Tour de revetements associee a une carte logarithmique adequate 

2.2.1. On suppose dans cette section que le morphisme /: (V, ^x) {S, ^s) (12.1.31) admet 

une carte adequate ((P, 7 ), (N, t),-d) ([2] III.4.4), autrement dit qu’il existe une carte (P, 7 ) pour 
(V, ^x) ([2] II.5.13), une carte (N, i) pour (S', ^s) et un homomorphisme de monoi'des d: N ^ P 
tels que les conditions suivantes soient remplies : 

(i) Le diagramme d’homomorphismes de monoi’des 

P^^r(v,.^x) 


( 2 . 2 . 1 . 1 ) 


'd y 

N—^r(s,.^s) 
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est commutatif, ou ce qui revient au meme (avec les notations de ll.l.2|l . le diagramme associe 
de inorphismes de schemas logarithmiques 

( 2 . 2 . 1 . 2 ) {X,^x)^^Ap 

/ Atf 

(S', ^s) —-—^ An 


est commutatif. 

(ii) Le monoi'de P est torique, ie., P est fin et sature et est un Z-module libre ([^ II.5.1). 

(iii) L’homomorphisme d est sature ([^ II.5.2). 

(iv) L’homomorphisme '(9®^: Z ^ P®p est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(i9SP) est 
d’ordre premier a p et le morphisme de schemas usuels 

(2.2.1.3) X^SxanAp 

deduit de (12.2.1.21) est etale. 

(v) Posons A = t?)!) € P, 

(2.2.1.4) L = Homz(P®P,Z), 

(2.2.1.5) H(P) = Hom(P,N). 

On notera que II(P) est un monoi'de fin, sature et affute et que rhomomorphisme cano- 
nique H(P)SP Hom((P**)sP, Z) est un isomorphisme ([36] I 2.2.3). On suppose qu’il existe 
hi,... ,hr G H(P), qui sont Z-lineairement independants dans L, tels que 

r 

(2.2.1.6) ker(A)nH(P) = IE a,h,\ (ai, ...,ar)G N’'}, 

i=l 

OU Ton considere A comme un homomorphisme L —^ Z. 

On pose TT = i(l) qui est une uniformisante de ^k- On a alors (11.1.21) 

(2.2.1.7) S Xah Ap = Spec(^A[P]/(^ - e^)). 

2.2.2. Pour tout entier n > 1, on pose 
(2.2.2.1) = ^A[C]/(C"-7r), 

qui est un anneau de valuation discrete. On note Kn le corps des fractions de et 7r„ la classe 
de C dans qui est une uniformisante de On pose = Spec(^A„) que Ton munit de la 
structure logarithmique ^g(n) definie par son point ferme. On designe par : N —>■ r(S'^"\ ^g(n)) 
rhomomorphisme defini par t„(l) = 7r„ ; c’est une carte pour ^g(n)). 

Considerons le systeme inductif de mono'ides (N^"^)™^!, indexe par I’ensemble Z>i ordonne 
par la relation de divisibilite, defini par = N pour tout n > 1 et dont rhomomorphisme 
de transition (pour m,n > 1) est I’endomorphisme de Frobenius d’ordre m de N 

{i.e., I’elevation a la puissance m-ieme). On notera simplement N. Les schemas logarithmiques 
torment naturellement un systeme projectif. Pour tous entiers m,n> 1, avec les 
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notations de 11.1.21 on a un diagramme cartesien de morphismes de schemas logarithmiques 

( 2 . 2 . 2 . 2 ) ( 5 (™), 

on (resp. est le morphisme associe a i„ (resp. Lmn) (0 II.5.13). 

2.2.3. Considerons le systeme inductif de monoi’des (P^"^)ri>i, indexe par I’ensemble Z>i or- 
donne par la relation de divisibilite, delini par pl") = P pour tout n > 1 et dont I’homomorphisme 
de transition in,mn'- (pour m,n> 1) est I’endomorphisme de Frobenius d’ordre m 

de P (z.e., I’elevation a la puissance m-ieme). Pour tout n > 1, on note 

(2.2.3.1) 

I’isomorphisme canonique. Pour tout t G P et tous m, n > 1, on a done 

(2.2.3.2) = (t(™"))-. 

On iiotera P^^^ simplement P. 

Pour tout entier n> 1, on pose (avec les notations de ll.1.21) 

(2.2.3.3) = {X,^x) xap Ap^. 

On notera que la projection canonique {X^^\ Ap(„) est stricte. 

Comme le diagramme (12.2.2.21) est cartesien, il existe un unique morphisme 

(2.2.3.4) ^ 
qui s’insere dans le diagramme commutatif 


(2.2.3.5) {X(^\^xm) ->-Ap(„) 



Proposition 2.2.4 ([2 II. 6 . 6). Soient n un entier > 1, h: S ^ un S-morphisme. Alors, 

(i) La face (1) du diagramme (12.2.3.51) est une carte adequate pour ([^ III. 4.4); en parti- 
culier, f^'P est lisse et sature. 

(ii) Le schema est integre, normal, Cohen-Macaulay et S^^Pplat. 

(iii) Le schema X 5 („) S est normal et localement irreductible ([^ III.3.1); il est done la 
somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. 

(iv) Si n est une puissance de p, I’image inverse de toute composante irreductible de X dans 
A*^") X g(n) S est integre. 
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(v) Le sous-schema ouvert maximal de ou la structure logarithmique triviale 

est egal d Xx (I2.1.3.2|) . 

(vi) Le morphisme X^”^° —>■ X° est etale, fini et surjectif; plus precisement, X^'^'i° est un 
espace principal homogene pour la topologie etale au-dessus de X° sous le groupe 

Homz(psp,^„(7f)). 

2.2.5. Pour tout entier n > 1 et tout S'-morphisme r: S' —>■ S^"\ on pose ( 12 . 1 . 3. 2 p 

(2.2.5.1) Y}^'> = XgM rj et = Y^^^ Xx X°. 

On laissera tomber I’indice r lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguite. On a Y^^'> = Xj^ et Y^^'>° = 
X°. On note g: X° —>■ Xjj et gn'. Y^'^'>° —)• les injections canoniques, et </?„: ^ Xjj et 

‘Pn- y(n)o morphismes canoniques. Pour tout faisceau ^ de et tout entier <7 > 0, on 

a un morphisme de changement de base 

(2.2.5.2) ^ R’^gn^Pui^))- 

Lemme 2.2.6. II existe un entier r > 0 et un morphisme lisse t: X^j —> A)) verifiant les 
proprietes suivantes : 

(i) La structure logarithmique ^x\Xrf est definie par le diviseur a croisement normaux D sur 

Xjj image inverse du diviseur des coordonnees sur En particulier, X° = oil GJ) 

est I’ouvert de ou les coordonnees ne s’annulent pas. 

(ii) Pour tout entier n > 1, notons le schema defini par le diagramme cartesien 

( 2 . 2 . 6 . 1 ) - ^Xn 


t 

' ' 



oil la fleche horizontale inferieure est definie par Velevation a la puissance n-ieme des coor¬ 
donnees de A^. Alors, pour tout S-morphisme t: S ^ avec les notations de 12.2.51 il 
existe un X^j-morphisme etale et fini 

( 2 . 2 . 6 . 2 ) ^ . 

D’apres ([^ II.6.3(v)), le schema (usuel) est lisse sur 77 , X° est I’ouvert complementaire 
dans X^ d’un diviseur a croisements normaux stricts D et ./£x\Xri est la structure logarithmique 
sur Xr^ definie par D. Rappelons brievement la demonstration de loc. cit. Soit F la face de P 
engendree par A, c’est-a-dire I’ensemble des elements x G P tels qu’il existe y G P et m G N tels 
que X y = m\ (cf. |36| I 1.4.2). On note F~^P la localisation de P par F ([36] 1 1.4.4), Q le 
sous-groupe des unites de F~^P, {F~^P)'^ le quotient de F~^P par Q ([^ II.5.1) et P/F le conoyau 
dans la categoric des monoi'des de I’injection canonique F ^ P f |36] I 1.1.5). II resulte aussitot des 
proprietes universelles des localisations de monoi’des et d’anneaux que Phomomorphisme canonique 
Z[P] —^ Z[P“^P] induit un isomorphisme 


(2.2.6.3) 


Z[P]a ^ Z[P-1P] 
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de sorte qu’on a un diagramme cartesien 

(2.2.6.4) Xn - ^Ap-ip 

X -^ Ap 

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique 

(2.2.6.5) P/F ^ {F-^P)K 

La preuve de ([^ II.6.3(v)) montre que P/F est un monoi’de libre de type fini. On en deduit un 
isomorphisme 

(2.2.6.6) Q X {P/F) ^ P-^P. 

(i) Comme le monoi’de P/F est libre de type fini, il existe un entier r > 0 et un isomorphisme 
Spec(A[P/P']) ~ A^. Les diagrammes (12.2.1.21) et (12.2.6.41) et I’isomorphisme (I2.2.6.6|) induisent 
done un morphisme 

(2.2.6.7) ^ a; Spec(A[Q]/(7r - e^)), 

et par suite un morphisme t \ ^ A)). La structure logarithmique ..#x|A^ sur A^ est I’image 

inverse par t de la structure logarithmique sur A/ definie par les axes des coordonnees ([^ 11.5.10). 
Compte tenu de I2.2.11 ivl. le morphisme (12.2.6.71) est etale et le morphisme t est lisse; d’ou la 
proposition. 

(ii) Notant u I’endomorphisme de Frobenius d’ordre n de P, le diagramme (12.2.3.51) induit un 
diagramme commutatif a carres cartesiens 

(2.2.6.8) A(")-^S'(’^)xa„Ap- ^ Ap 

A„ 

A -^ s X An Ap - 9- Ap 

On en deduit un diagramme cartesien 

(2.2.6.9) A(") XsM^r S -^ Spec{ffp[P]/{Trn - e^)) 

A-- Spec(^^[P]/(7r - e^)) 

et par suite, compte tenu de (I2.2.6.3|) . un diagramme cartesien 

(2.2.6.10) Spec(A[F-ip]/(7r„ - e^)) 

Xrj -^ Spec(A[F-ip]/(7r - e^)) 

oil les fieches verticales de droite sont induites par les homomorphismes de Frobenius d’ordre n de 
P et F~^P. On notera que le morphisme 

(2.2.6.11) Spec(A[Q]/(7r„ - e"^)) Spec(A[Q]/(7r - e^)) 
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induit par rhomomorphisme de Frobenius d’ordre n de Q, est etale et fini. Compte tenu de (12.2.6.611 
et des definitions, on en deduit un X^j-morphisme etale et fini —>■ 

Lemme 2.2.7. Soient n un entier >1,F un faisceau de (X/nh)-modules localement constant 
et constructible de t: S ^ un S-morphisme, q un entier > 1. Alors, avec les notations 

de 12.2.51 le morphisme de changement de base (I2.2.5.2P 

(2.2.7.1) <(RV(5*F)) ^ R«g„,(5:«(F))) 
est nul. 

Cela resulte de 12.2.61 et 11.2.141 

Lemme 2.2.8. Pour tout faisceau abelien de torsion localement constant et constructible F de 
il existe un entier n > 1 tel que pour tout S-morphisme t: S ^ avec les notations de 

12.2.51 ipf*{F) se prolonge en un faisceau abelien de torsion localement constant et constructible de 

v(") 

^ et 

Par descente, F est representable par un schema en groupes abeliens etale et fini V au-dessus 
de X . Notons T la fermeture integrale de Xjj dans V. Soit n un entier > 1 et divisible par tons les 
indices de ramification du morphisme T —>■ Xjj en les points de codimension un de T. Reprenons les 
notations de l2.2.6l et notons la fermeture integrale de dans V Xxjj-Z^\ On observera que 
Z^'^l est lisse sur rj. D’apres le lemme d’Abhyankar 1 |19| X 3.6), —>■ Z^^ est etale au-dessus 

des points de codimension un de Z^\ Par suite, le morphisme canonique est etale 

en vertu du theoreme de purete de Zariski-Nagata 1 |20| X 3.4). Par suite, x^(n) est la 

^■n 

fermeture integrale de Z^'^ dans [V V) xx^ Z^\ On en deduit une structure de schema 
en groupes abeliens sur au-dessus de qui prolonge celle de V x^^ Z^^ au-dessus de 
X Xxjj Z^\ Le faisceau F\{X Xx^ Z^'^) se prolonge done en un faisceau abelien de torsion 
localement constant et constructible de (2'l"^)et- La proposition s’ensuit compte tenu de l2.2.6l iil. 

Proposition 2.2.9. Soient F un faisceau abelien de torsion, localement constant et construc¬ 
tible de X^^, V ^ X un revetement etale, q un entier > 1, ^ G F), x un point geometrique de 

X. Alors, il existe un voisinage etale U dex dans X et un revetement etale surjectifW —>■ V x^^ U 
tel que I’image canonique de ^ dans YF{W,F) soit nulle. 

Par la preuve de I’implication (iv)=>(v) de ll.2.1L on pent se borner an cas ou P = X°. En vertu 
de 12.2.81 il existe un entier n > 1 tel que pour tout S'-morphisme t: S ^ S^'^\ avec les notations 
de l2.2.5l se prolonge en un faisceau abelien de torsion localement constant et constructible 

de D’apres r2.2.4f iL le morphisme /„: , .^j(-(n)) ^ (S'("\^ 5 (n)) est adequat, et il verifie 

les conditions de 12.2.11 Supposons que pour tout S'-morphisme r: S —>■ S*^"), la proposition soit 
demontree pour I’image de f dans F) et tout point geometrique de au-dessus de x. 

Il existe done un morphisme etale X^") tel que le morphisme 

(2.2.9.1) C/^”) (8>x k{x) X(”) ®x k{x) 

soit surjectif, et un revetement etale surjectif WV —> x g{n) j. S tel que I’image canonique de 

f dans H^(Wt-,F) soit nulle. D’apres I1.2.15L il existe un X-schema etale ai-pointe U et pour tout 
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5'-morphisme t: S ^ un X^^^-morphisme U Xx Ut'^\ Considerons le diagramme 

commutatif a carres cartesiens 

(2.2.9.2) Wr ^- Wr x ^(„) (U XX X(")) 

Vt 

XsM^rS^ - {U° XX X(-)) 


^- Uxx x(") 


Le couple forme de U et du revetement etale surjectif de U somme disjointe des Ur o Vr pour tous 
les T, repond alors a la question. On peut done se borner au cas ou F se prolonge en un faisceau 
abelien de torsion, localement constant et constructible G de L’isomorphisme g*{G) ^ F 

(I2.2.5|l induit par adjonction un niorphisnie G g*{F) qui est en fait un isomorphisme; en 
particulier, g*{F) est localement constant et constructible. En effet, la question etant locale pour 
la topologie etale de X, on peut supposer G constant, auquel cas I’assertion recherchee resulte de 
([4] IX 2.14.1). 

On designe par g: X —> Xjf I’injection canonique. Considerons la suite spectrale de Cartan- 
Leray 

(2.2.9.3) = H“(X^,rV(0 ^ H“+^(X°,E), 

et notons (£’®)o<i<g la filtration aboutissement sur Y{^{X ,F), de sorte que 

(2.2.9.4) Ef/El, = 

pour tout 0 < J < g. II existe un entier 0 < < q tel que ^ G El^\E‘l^_^-^. Soit n un entier > 1 

qui annule F. Reprenons de nouveau les notations de 12.2.51 II resulte de ([4] XII 4.4) qu’on a un 
morphisme de suites spectrales de Cartan-Leray 


( 2 . 2 . 9 . 5 ) 


H“(X^,RV(0 

Ua,b 


H“+'’(X°,F) 


H“(y(”), R^gn.(F))) , ip°^* (F)) 


ou Ua,b est induit par le morphisme de changement de base (12. 2.5. 211 et u est le morphisme ca¬ 
nonique. Pour tout 6 > 1, le morphisme Ua,b est nul, en vertu de 12.2.71 II en est alors de meme 
du morphisme induit par u entre les gradues des filtrations aboutissement. Procedant comme plus 
haut, on peut done se reduire par une recurrence finie, au cas ou = q. Par suite, ^ est I’image 
canonique d’un element C S ^^{Xrf:g*{F)). En vertu de ll.2.19l et ll.2.6l il existe un voisinage etale 
U Aex dans X et un revetement etale surjectif W Urf tel que I’image canonique de C dans 
IF^{W',g^{F)) soit nulle. Par suite, I’image canonique de ^ dans H^(IE'°,F) est nulle. 

COROLLAIRE 2.2.10 (HI 9.5). Soient x un point geometrique de X au-dessus de s, X' le localise 
strict de X en x. Alors, X est un schema K{tt, 1) (11.2.21) . 

En effet, X etant normal et strictement local (et en particulier integre) d’apres ([2] III.3.7), 
la proposition resulte de 11.2.71 et 12.2.91 
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Remarque 2.2.11. La proposition 12.2.91 lorsgue le schema (usuel) X est lisse sur S, est due a 
Fallings m Lemme 2.3 page 281). Le cas general est dii a Achinger ([^ 9.5). On notera que le 
cas on X est un point geometrique de a deja ete demontre dans ll.2.161 


2.3. Consequences du theoreme de purete de Fallings 

2.3.1. On suppose dans cette section que le morphisme /: {X, ^x) 
remplit les conditions de l2.2.1l que X = Spec(i?) est affine et connexe et que Xg est non-vide. Ces 
conditions correspondent a cedes fixees dans ([^ 11.6.2). On reprend les notations de § 12.21 On 
pose (12.1.3.31) 

( 2 . 3. 1 . 1 ) = ^x/s(^)' 

D’apres [2.2.11 ivl et ( |32| 1.8), on a un isomorphisme i?-lineaire canonique 

(2.3.1.2) ^ (PSP/AZ) R. 

En particulier, est un P-module libre de rang fini. 

Pour tout entier n > 1, le schema est affine d’anneau 

(2.3.1.3) A„ =P®z[p]Z[pW]. 

On designe par A° I’anneau du schema affine = A^"^ Xx A° (I2.1.3.2|) . Les schemas logarith- 

miques (A*^"\ )n>i forment naturellement un systeme projectif au-dessus de (Ap(n))„>i, 

indexe par I’ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibility. On pose 

(2.3.1.4) Aoo = 

(2.3.1.5) = 

Theoreme 2.3.2 (Fallings, |11) § 2b). Pour toute A^-algebre etale finie B', la fermeture 
integrale B de Aoo dans B' est une extension a-etale de A^o (ll.7.2|) . 

Signalons ici que Scholze dispose, dans le cadre de sa theorie des perfectoi’des, d’une generali¬ 
sation de ce resultat 1 |41| 1.10 et 7.9). 


lim An, 

n>l 

lim An- 

n>l 


2.3.3. Soil y un point geometrique de A que Ton suppose fixe dans la suite de cette section. 
Le schema A etant localement irreductible d’aores r2.2.4l iiiL il est la somme des schemas induits 
sur ses composantes irreductibles. On note A la composante irreductible de A contenant y. De 
meme, A est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles et A = A Xx X° 
est la composante irreductible de A contenant y. On designe par A le groupe profini tti (A , y) 
et pour alleger les notations, par R la representation discrete de A definie dans (12.1. 11. 2|) . On 
notera que R est integre et normal (12.1.121) . 

2.3.4. Pour tous entiers m, n > 1, le morphisme canonique A^™") —>■ A^") est fini et surjectif. 
D’apres 1 |26| 8.3.8(i)), il existe alors un A-morphisme (12.3.31) 

y ^ lim A(”), 


(2.3.4.1) 


>1 
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la limite inductive etant indexes par I’ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. On fixe 
un tel morphisme dans toute la suite de cette section. Celui-ci induit un 5'-morpliisme 

(2.3.4.2) ^^limS'("). 


Pour tout entier n > 1, on pose 

(2.3.4.3) 

On en deduit un X-morphisme 

(2.3.4.4) 


Xg(n) oetA =21 Xx21. 


y —^ lim X 

n>l 


Pour tout entier n > 1, le schema X etant localement irreductible d’aores r2.2.4f iiib il est 
la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. On note la composante 

irreductible de contenant I’image de y (I2.3.4.4[) . De meme, est la somme des schemas 

• 1 • • 1 •! 1 “^(^)* - 1.^0 • 1 *1 1 
mduits sur ses composantes irreductibies etA = X Xx X est la composante irreductible 

de contenant I’image de y. On notera que X^^'^ etant fini sur X (12.2.3.51) . est la 

fermeture integrals de X* dans d’apres [2.2.4l iiib On pose 


(2.3.4.5) 




D’apres r2.2.4f vib le morphisme —>■ X* est etale fini. II results de la preuve de ([2] II.6.8(iv)) 

-^(n)-*-o in- 1 • • 1 1 A 

que X est en tait un revetement etale nni et galoisien de X de groupe canomquement 
isomorphe a un sous-groupe de Homz(P®P/ZA, Le groupe A„ agit naturellement sur i?„. 

Le morphisme (12.3. 4. 4p induit un X -morphisme 


(2.3.4.6) 


Spec(i?) ^ lim X^"^ 


Si n est une puissance de p, on a A„ ~ Homz(P®P/ZA, /i„(iL)) et A " * ~ A " en vertu 

de l2.2.4r ivL 

Les anneaux {Rn)n>i forment naturellement un systems inductif. On pose 

(2.3.4.7) 

(2.3.4.8) 


Pqo — lim Rn 5 

n>l 


P. 


-po 


= lim Rpn. 


Ce sont des anneaux normaux et integres d’apres 1 |23) 0.6.1.6(i) et 0.6.5.12(ii)). Le morphisme 
(12.3.4.61) induit des homomorphismes injectifs de i?i-algebres 

(2.3.4.9) i?p=o R^^R, 

Les groupes (A„)„>i forment naturellement un systems projectif. On pose 

(2.3.4.10) Aoo = lim A„, 


A„ 


= lim Apn. 


(2.3.4.11) 


n>0 
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On a des homomorphismes canoniques 

(2.3.4.12) Aoo^-^Homz(PSP/ZA,Z(l)) 

Ap=o _:i^Homz(PSP/ZA,Zp(l)) 

Le noyau Eq de rhomoniorphisme canonique Aoo —>■ Apoo est un groupe profini d’ordre premier a 
p. Par ailleurs, le morphisme (|2.3.4.1I) determine un homomorphisme surjectif A Aoo- On note 
S son noyau. Les homomorphismes (12.3.4.91) sont alors A-equivariants. 

_Aoo 

(2.3.4.13) Pi-^ Ppoo 

' A- 

On note F (resp. Foo, resp. Fpoo) le corps des fractions de R (resp. Poo, resp. Ppoo). 

Comme le sous-groupe de torsion de j'LX est d’ordre premier a p, on a un isomorphisme 
canonique 

(2.3.4.14) (P^^jlLX) ®zZp(-l) ^ Homz^(Apoo,Zp). 

Compte tenu de (I2.3.1.2L on en deduit, pour tout element non nul a de un isomorphisme 
Pi-lineaire 

(2.3.4.15) ^]i/eK (Pi/aPi)(-l) ^ Homz(Apcx>, Pi/aPi). 

Proposition 2.3.5 ([^ II.6.17). L’extension F de Foo est la reunion d’un systeme inductif 
filtrant de sous-extensions galoisiennes finies N de Poo telles que la cloture integrate de Roc dans 
N soit a-etale sur Poo (11.7.21) . 

Proposition 2.3.6 ([^ II.8.17). Pour tout element non nul a de il existe un unique 
homomorphisme de Ri-algebres graduees 

(2.3.6.1) A ®R (Pi/aPi)(-l)) ^ H*(A,P/aP) 

dont la composante en degre un est induite par (I2.3.4.15|) . Celui-ci est a-injectif et son conoyau 
1 

est annule par pp-^m-j^. 

Proposition 2.3.7 ([ 2 ] II.9.10). L’endomorphisme de Frobenius absolu de R/pR est surjectif. 

Lemme 2.3.8. Soient m un entier >l,Mun {Ri/p^Ri)-module de presentation finie, muni 
d’une action lineaire et continue de Apex, (resp. A.oo). Alors, 

(i) Pour tout entier i > 0, H*(Apoo,M) (resp. W{lS.oo,M)) est un Ri-module de presentation 
finie, et est nul pour tout i > d F 1 = dim(A/S') + 1 . 

(ii) Pour tout 7 € il existe un entier no > 1 tel que pour tout entier n > uq, tout 

homomorphisme surjectif v. Ap^, Fp^iG-j^) et tout entier i >0, notant G-^iy) le (G-j^)- 
Apoa-module topologique G-p^, muni de la topologie p-adique et de I’action de Apex, definie 
par V, H*(Apex,, M Gpp{v)) soit annule par 7. 

(i) Supposons d’abord que M soit une representation de Aoo - Soient n un entier tel que Taction 
de Aoo sur M se factorise a travers A„, p* la plus grande puissance de p divisant n, P„ le noyau 
de Thomomorphisme canonique A„ Apt. On a done un homomorphisme canonique surjectif 
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So —^ Hn (j2.3.4.12[) . L’anneau Ri/p^Ri etant coherent ([T] 1.10.3), M est un (i?i/p’"i?i)-module 
coherent. On en deduit que le (i?i/p™i?i)-module M^° = est coherent. Comme Sq est un 

groupe profini d’ordre premier a p (12.3.4.121) . pour tout z > 0, on a un isomorphisme canonique 
H*(Apcxj, M^°) ^ H*(Aoo, M). On pent done se borner au cas oii M est une representation de Apex,. 
D’apres ([2] 11.3.23), Rr(Apoo,M) est quasi-isomorphe a un complexe borne, en degres compris 
entre 0 et d, de (i?i/p'"i?i)-modules coherents; d’ou la proposition. 

(ii) Soit ei,..., Cd une Zp-base de Apoo. 11 existe un entier t > 1 tel que pour tout 1 < j < d, 

t 

agisse trivialement sur M. Soient n un entier > t, v. Apoo ppn un homomorphisme 
surjectif. 11 existe 1 < j < d tel que que Cn = soit une racine primitive p"-ieme de I’unite. 

Notons Gj le sous-groupe de Ap.*, engendre par Cj. D’apres (m II.3.23), ff(G„Mo^_^-^(u)) 
est la cohomologie du complexe, concentre en degres 0 , 1 , suivant 

(2.3.8.1) Crtej ~ idju '■ M ^ M. 

La relation 

(2.3.8.2) (C„ej - idM)((Cnej)^*”^ + (Cne^)^*"^ H-h Mm) = (C«* - l)idM 

montre que le noyau et le conoyau de CnS-j — idM sont annules par — 1. Par suite, compte tenu 
de la suite spectrale ([^ II.3.4) 

(2.3.8.3) = H“(Ap=o/Gj,H^(Gj,M)) ^H“+^(Apo=,M), 

pour tout z > 0, H®(Apcx,,M) est annule par — 1. Pour tout 7 G m-j^, il existe ng > t tel que si 
n > no, alors 7 G ((p* — 1 )^-^; d’ou la proposition. 

Lemme 2.3.9. Soient m,n deux entiers > 1 . Alors, 

(i) Pour tout {Ri/p'^Ri)-module de presentation a-finie M, muni d’une action lineaire de 
Apn et tout entier i >0, le Ri-module H*(Apn,M) est de presentation a-finie. 

(ii) Pour tout (Rpn fp’^Rpn)-module de presentation finie M, muni d’une action semi-lineaire 
de Apn et tout entier i > 0, le Ri-module H*(Apoo, MRp<x>) est de presentation a-finie, 
et est nul pour tout z > d + 1 . 

(iii) Pour tout {Rn/p'’’'Rn)-module de presentation finie M, muni d’une action semi-lineaire 
de A„ et tout entier i > 0, le Ri-module }A‘(Aao,M Roo) est de presentation a-finie, 
et est nul pour tout z > d + 1 . 

On notera d’abord que est un anneau coherent (|T] 1.10.3). 

(i) D’apres II. 6 . 8 I le (i?i/p'"i?i)-module M est a-coherent et il s’agit de montrer qu’il en est 
de meme de H*(Apn,M) pour tout z > 0. Compte tenu de 11.5.14111.5.151 et de la suite spectrale 
de Hochschild-Serre ([^ II.3.4), on pent se borner au cas ou d = 1, de sorte que le groupe Apn 
est cyclique d’ordre p". Soient a un generateur de Apn, Tr I’endomorphisme de M induit par 
SctgA n Alors, Rr(Apn,M) est quasi-isomorphe au complexe de (i?i/p'"i?i)-modules, place en 
degres > 0 , 

(2.3.9.1) 

d’ou la proposition (|1.5.15l) . 

(ii) En effet, la p-dimension cohomologique de Apoo est egale a d ([2] II.3.24). Il suffit done 
de montrer que pour tout z > 0 , le (i?i/p'"i?i)-module H*(Apoo,M 0 _Rp„ i?poo) est de presentation 
a-finie. Comme Rpn./p’^Rpn est une (i?i/p'"i?i)-algebre coherente, tout (i?pn/p™i?pn)-module de 
presentation a-finie est aussi un (i?i/p'"i?i)-module de presentation a-finie. D’apres (i) et la suite 
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spectrale de Hochschild-Serre ([2] II.3.4), en tenant compte de 12.2.4l il. il est alors loisible de 
remplacer / par (12.2.3.51) . On pent done supposer n = 0. 

Pour tout entier j > 0, posons 

(2.3.9.2) Epj = Hom(Apoo,ppj(^-^)), 

(2.3.9.3) Spoo = Hom(Apoo,ppoo(^-^)). 

On identifie Spj a un sous-groupe de Spoo. Pour tout u e Spoo, on note le 

module topologique muni de la topologie p-adique et de Paction de Apoo definie par v. D’apres 
([^ II. 8 .9), il existe une decomposition canonique de Rp<x, en somme directe de i?i-modules de 
presentation finie, stables sous Paction de Apoo, 

(2.3.9.4) Rp^= 0 

ou Apoo agit trivialement sur R^2 . De plus, pour tout j > 0, on a 

(2.3.9.5) Rpj = 0 

i 

pJ 

En particulier, pour tout ly € 2poo, R^2 est un i?i-module de presentation finie. 

D’apres ce qui precede, pour tout entier i > 0, il existe une decomposition canonique 

(2.3.9.6) ff(Apoo,M( 8 )fl, i?poo) = 0 R\Ap^,M R‘p2 

Pour tout 7 S m-ff, il existe un entier j > 1 tel que pour tout v £ Spoo — Spj, le i?i-module 
H®(Apoo,M R^2 annule par 7, en vertu de 12.3.81 11). On en deduit, d’apres 

I2.3.8l il. que le i?i-module H®(Apoo,M i?poo) est de a-presentation finie. 

(iii) Soit n' le plus grand diviseur premier a p de n. Comme est une {Ri/p^Ri)- 

algebre coherente, tout (i?„/)-module de presentation a-finie est a-coherent d’aores [1.6.81 
et est aussi un (iii/p'"i?i)-module a-coherent. Le foncteur r(A„q —) est exact, et il transforme les 
(i?„'/p'"i?„')-modules a-coherents en (i?i/p™i?i)-modules a-coherents (11.5.151) . Il est alors loisible 
de remplacer / par (12.2.3.51) . d’ apres [2T2^ il. On pent done supposer n une puissance de 
p. Comme Eg est un groupe profini d’ordre premier a p ( 12 . 3.4. 121 ) . pour tout i > 0, on a un 
isomorphisme canonique 

(2.3.9.7) ff(Ap=.,(M®H„ R^). 

Par ailleurs, considerant une presentation finie de M sur i?„, on deduit de ([ 2 ] II.6.13) que le 
morphisme canonique 

(2.3.9.8) M ®R^ Rp^ {M (S)r^ 

est un isomorphisme. La proposition resulte done de (ii). 

Proposition 2.3.10. Soient m un entier > 1, L wn -module libre de type fini, 

muni d’une aetion lineaire continue de A. Alors, 

(i) Le {Rao/p'^Roo)-module est a-projectif de type a-fini (jl.7.11) . et le morphisme 

canonique 

(2.3.10.1) {L®ff—R)^®R^R^l^®ff—R 

est un a-isomorphisme. 
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(ii) Pour tout 7 € H existe un entier n>l,un (Rn/p'^Rn)-module de presentation finie 
Mn, muni d’une action semi-lineaire de A„, et un morphisme Roo-lineaire et Aoo-equivariant 

(2.3.10.2) Mn 'SiR„ Roo (L R)^, 

dont le noyau et le conoyau sont annules par 7 . 

(iii) Pour tout entier i >0, le Ri-module H*(A, L ( 8 )^_ ii) est de presentation a-finie, et est 
a-nul pour tout i> d -\-1. 

(i) Soient N une extension galoisienne finie de F^o contenue dans F (|2.3.4.13p . D la cloture 
integrate de Roo dans N, G = Gal(A/Foo), Tr^ I’endomorphisme iioo-lineaire de D (on de D/p^D) 
induit par X^o-eG Comme on a H = iinA et Roo = Dt^Foo d’aDres [2.2.41 1111. les homomorphismes 
Roo/p'^Roo D/p'^D — 7 > R/p™’R sont injectifs. Supposons que D soit une extension a-etale de 
Roo- Alors, D est un a-G-torseur sur Roo en vertu de ll. 7. 81 Par suite, le quotient 

{D/p'^D)^ 

Tvg{D/p'^D) 

est a-nul en vertu de 11.7.71 Comme Tr^j)!?) C iioo, I’homomorphisme Roo/p'^Roo {D/p"^D)^ 
est un a-isomorphisme. Compte tenu de l2.3.5[ on en deduit, par passage a la limite inductive, que 
rtiomomorphisme Roo/p™Roo (R/p'^R)^ est un a-isomorphisme. On demontre par le meme 
argument, en tenant compte de ([ 2 ] V.7.8), que I’homomorphisme 

(2.3.10.3) D/p”^D 
est un a-isomorphisme. 

Choisissons N de sorte que Taction de E sur L se factorise a travers G (I2.3.5p . On en deduit 
que le morphisme canonique 

(2.3.10.4) 

est un a-isomorphisme. Par ailleurs, il resulte de ll. 7. 5l que le morphisme canonique 

(2.3.10.5) ®r^D ^'L®e-D 

est un a-isomorphisme; il en est done de meme de (12.3.10.11) . Comme D est a-fidelement plat sur 
Roo d’apres ([2] V.6.7), on en deduit que (h^e—R)^ est un (iioo/p'"iioo)-niodule a-projectif de 
type a-fini en vertu de ([ 2 ] V.8.7). 

(ii) Il sufht de montrer que pour tout 7 S il existe une suite de iioo-representations 
continues de Aoo 

(2.3.10.6) (i?oo/p™i?oo)“ A {Roo/p^Roof A (L®^_i?)^ ^ 0, 

ou a et & sont deux entiers > 0, telle que la suite des i?oo-niodules sous-jacents soit 7 -exacte (11.5.21) . 
En effet, il existerait alors un entier n > 1 tel que v se deduise par extension des scalaires d’un 
morphisme de i?„-representations de A„, w. (i?„/p™i?„)“ —>■ (i?„/p'"i?„)^, et on prendrait pour 
Mn le conoyau de w. 

D’apres (i), il existe deux entiers r, 5 > 1 et un morphisme i?oo-lineaire 

(2.3.10.7) Rl,^{l.®e-Rf 

dont le conoyau est annule par 7 ^/^^ et tels que les images de la base canonique de soient 
invariants par le noyau de Thomomorphisme Aoo Ag. Notons Rq{Aq) Tanneau non-commutatif 
de groupe sous-jacent le i?g-module libre de base (eCT)crGA,, et dont la multiplication est donnee 
par (bea)(b'e„i) = ba{b')eaa'■ La categorie des i7g-modules munis d’une action semi-lineaire de Aq 
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est equivalente a la categorie des i?q(Aq)-modules a gauche. Le morphisme (12.3.10.711 induit done 
un morphisme 7?oo-lineaire et Aoo-equivariant 

(2.3.10.8) u: RgiAgY {R^o/p’^Roo) ^ 

D’aDres ll.5.12f iiil. le noyau de u est type y-fini. Recommengant la meme construction pour ker(u), 
on obtient I’assertion recherchee. 

(ill) En effet, pour tout i > 0, le morphisme canonique 

(2.3.10.9) ff(Aoo,(L(8)^^R)=) ^ff(A,L(g)^^i?) 

est un a-isoniorphisnie d’apres ([^ II.6.20). La proposition resulte alors de (ii) et I2.3.9f iiil. 


2.3.11. Soit n un entier > 1. D’apres l2.2.4i vil. le morphisme X° est etale fini 

(12.3.4.311 . de sorte que (A^"^ ^ X) est un objet de E (j2.1.5.1|l . On note ^ Et/x (resp. 

E*^")) le site hbre (resp. topos) de Faltings associe au morphisme —>■ X (11.11.11) . Tout objet 

de est naturellement un objet de E. On definit ainsi un foncteur 

(2.3.11.1) 


On verifie aussitot que se factorise a travers une equivalence de categories 


(2.3.11.2) 


^ E 






II resulte alors de ([^ VI.5.38) que la topologie co-evanescente de est induite par celle de E 
au moyen du foncteur Par suite, est continu et cocontinu (|5 HI 5.2). II definit done une 
suite de trois foncteurs adjoints : 

(2.3.11.3) ($„),: E ^ ^ E, 


dans le sens que pour deux foncteurs consecutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite de 
I’autre. D’apres ([4] III 5.4), le foncteur (4)„)! se factorise a travers une equivalence de categories 

(2.3.11.4) 

ou (A^"^° —>• XY est I’objet de E associe a (A^"^° —>• X). Le couple de foncteurs ($*,$„*) definit 
le morphisme de localisation de E en (A*'"^ —>■ A)® que I’on note aussi 

(2.3.11.5) 

Le foncteur (I2.3.11.1|l est un adjoint a gauche du foncteur 

(2.3.11.6) (V ^ t/) ha (V x^o A^”^° ^ D). 

D’apres ([4] III 2.5), le morphisme (I2.3.1I.5P s’identihe done au morphisme defini par fonctorialite 
([2] VI. 10.12) a partir du diagramme 


^(n)o - 

A°--A 


(2.3.11.7) 
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2.3.12. Suit n un entier > 1. Pour tout objet (V —>• U) de E, on pose u = U Xx ' et 
on note la fermeture integrate de C/^”^ dans V Pour tout morphisme {V U') —>■ 

{V —>■ U) de i?, on a un morphisme canonique ^ —>• qui s’insere dans un diagramme 

commutatif 

(2.3.12.1) V Xjj, ^ C7' 


■rV'in) 


U 


■/(n) 


■U' 


V 




w 


u 


Comme I’injection canonique —>• est schematiquement dominante d’apres I2.2.4f ii et 

([2] III.4.2(iv)), est un ouvert schematiquement dominant de f |26| 11.10.5). On a done 

jjU (n) _ ^(n) jjg |2.2.4i iii') . 


On designe par 
(2.3.12.2) 

Comme X^ ^ est fini sur X, on a 

7S(") 


le prefaisceau sur E defini pour tout {V ^ U) G Oh{E), par 
^U)= ^^cw). 


-(n)c 


(2.3.12.3) ’{V ^ U) = S§{V x^o X" ’ -gU). 

est un faisceau sur E^ et on a un isomorphisme canonique d’anneaux sur E 


si" 


Par suite, 

(2.3.12.4) ^ $„,(4>;^), 
ou est le morphisme de localisation (12. 3.11. 5p . Pour tout U G Ob(Et/x)) on pose 

(2.3.12.5) ^[7^ otc;,, 


ou t( 7 ! est le foncteur (12.1.5.21) . 

Les )n>i forment naturellement un systeme inductif d’anneaux de E, indexe par I’en- 

semble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. On pose 


(2.3.12.6) 


= hm 


Pour tout U G Ob(Et/jf), on pose 

(2.3.12.7) 

D’anres Tl.11.41 le topos E est coherent. Supposons U coherent. Le faisceau associe a tout objet 
{V -G U) de E est alors coherent d’apres loc. cit. Par suite, le morphisme canonique 

(2.3.12.8) lim {V) (V) 


est un isomorphisme en vertu de ([4] VI 5.2). Comme le schema U est coherent, on en deduit par 
(O VI.9.12) que le morphisme canonique 


(2.3.12.9) 


“7=;r(oo) 

hm £gjj —)• 
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est un isomorphisme de U f■ 


Lemme 2.3.13. Soit {V —>■ U) un objet de E. Alors, 

jV(n) 


(i) Pour tout entier n > 1, le schema U ^ est normal et localement irreductible et le mor- 

est une immersion ouverte schematiquement domi- 


phisme canonique V Xjj ^ —>■ 
nante. 


(ii) Si U est quasi-compact, le nombre de composantes irreductibles de lorsque n decrit 

les entiers > 1, est borne. 


(i) En effet, V etant entier sur U , le morphisme canonique V Xjj ^ U° xjj 


est 


(n) 


U 


■Vin 


est done une immersion ouverte 


un isomorphisme. Le morphisme canonique V XjjU 
schematiquement dominante. Le schema U est normal et localement irreductible d’aDres [2.2.4f iiil 
et ([2] III.3.3). Soit P un ouvert de U n’ayant qu’un nombre fini de composantes irreductibles. 
Alors, P X— („) est la somme finie des fermetures integrales de P dans les points generiques 

de V Xjj U qui sont au-dessus de P, dont chacune est un schema integre et normal en vertu de 


jVin) 


est done normal et localement irreductible. 


( |24| 6.3.7). Le schema U 

(ii) Compte tenu de (i), comme le morphisme canonique V ^ U est etale et fini, il suffit de 
montrer que le nombre de composantes irreductibles de ^ (pour n > 1) est borne. Quitte a 
remplacer X par des ouverts affines qui couvrent U, on pent se borner au cas on U = X. D’apres 
(12.2.3.51) et avec les notations de 12.2.31 on a un diagramme cartesien de S'-morphismes 


(2.3.13.1) 


X(")-^ Spec(^K„[p(")]/(^„ - e^'"')) 


A 


Spec(^K[P]/(7r - e-^)) 


ou les fleches horizontales sont etales. On en deduit un diagramme cartesien de S'-morphismes 


(2.3.13.2) 


A 


A 


Spec(^7f[p(”)]/(7r„ - e-^'"’)) 


Spec(^-^[P]/( 7 r - e^)) 


Compte tenu de l2.2.4l' vi. on en deduit un diagramme cartesien de A-morphismes 
(2.3.13.3) A^”^°-^ Spec(A[(p("))sP]/(7r„ - e^'"’)) 


A 


Spec(A[P 8 P]/( 7 r - e^)) 


La fleche verticale de gauche est etale d’apres 12. 2 . 4f viL ainsi que les fleches horizontales. Par suite, 
les points generiques de A^”^ s’envoient sur cemc de Spec(A[(p("))sP]/( 7 r„ — ')) et sur ceux 

de A , et done aussi sur ceux de Spec(A[PSP]/( 7 r — e"'')). 
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Par ailleurs, comme le Z-module est libre de type fini, pour tout entier n > 1, on a un 
isomorphisme de iiT-algebres 

(2.3.13.4) K[PSP]/{1 - e^) ^ ir[(p(”))«P]/(7r„ - 

Le nombre de composantes irreductibles de Spec(Pr[(P(”^)®P]/(7r„ — (pour n > 1) est done 

constant; d’ou la proposition. 

2.3.14. On designe par la sous-categorie pleine de Et/x formee des schemas afhnes, que 
I’on munit de la topologie induite par celle de Et /x ■ On voit aussitot que ‘if est une famille U-petite, 
topologiquement generatrice du site Et /x et est stable par produits fibres. On designe par 

(2.3.14.1) 

le site fibre deduit de tt (12.1.5.11) par changement de base par le foncteur d’injection canonique 
'if Et/x- On munit de la topologie co-evanescente definie par tt^ et on note E-^ le topos des 
faisceaux de U-ensembles sur E<^. D’apres ([^ VL5.21 et VI.5.22), la topologie de E-^ est induite 
par celle de E au moyen du foncteur de projection canonique E^jf —> E, et celui-ci induit par 
restriction une equivalence de categories 

(2.3.14.2) E^E<g. 

Lemme 2.3.15. Soit {y — >■ U) un objet de E<ff. Alors, 

(i) Le schema Spec{ff[j \p)) est normal et localement irreductible. II est la fermeture integrale 

de U dans Spec{^^^\v)) Xx X°. 

(ii) Le diagramme de morphismes canonigues 


(2.3.15.1) 


Spec{du\v)) XxX° 


^pec{ff^^\u°)) XX X^ 


■V 


U 


est cartesien. 

(i) Pour tout entier n > 1, comme est fini sur X, est la fermeture integrale de U dans 

V XjjU^^\ D’aDres [2.3.13l ii. " est normal et localement irreductible. Pour tout entier m > 1, 

le morphisme canonique —5> etant etale, fini et surjectif, le morphisme canonique 

V (mn) 


u 


est entier et surjectif, et toute coniposante irreductible de 

-V{n) 


domine une 


composante irreductible de U . De plus, en vertu de I2.3.13l iil. il existe un entier n > 1 tel 
que pour toute composante irreductible P de ^ et tout entier m > 1, P x-^v(n) ^ soit 

irreductible. La proposition resulte alors de ([23] 0.6.1.6 et 0.6.5.12(ii)). 

(ii) En effet, Spec{^[j \v)) est la limite projective des schemas (t/^^”^)n>i I |26) 8.2.3). Par 

suite, Spec{ff^i^\v)) XxX° est la limite projective des schemas (V x-p-{7^"^)„>i 1 |26| 8.2.5); d’ou 
la proposition. 


Proposition 2.3.16. Soient {V —>■ U) un objet de E‘^ tel que V soit connexe, v un point 
geometrique de V. Alors, il existe un revetement universel de V en v tel que pour tout 

i € I, Vi soit un revitement etale galoisien de V et que ^[^^(Vj) soit une extension a-etale de 

W^^\v) (HZSl). 
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En effet, on pent se borner au cas on U = X. Soient Y un revetement etale fini de X°, 
W = V Xx° Y. Considerons le diagramme de morphismes canoniques 

(2.3.16.1) Spec(^^^(lE)) Xx ^ Spec(4loo) Xx Y 



ou Aoo est I’algebre definie dans (I2.3.1.4|) . Notons Spec(i?) la fermeture integrale de Spec(Aoo) dans 
Spec( 2 loo) XxY. En vertu de l2.3.2l B est une extension a-etale de Aoo- Par suite, 

est une extension a-etale de S^'x'^ iy') ([ 2 ] V.7.4(3)). 

Le carre (T) du diagramme (12.3.16.11) etant cartesien en vertu de I2.3.l51 iil. il en est de meme 
du grand carre exterieur. On en deduit un diagramme cartesien 

(2.3.16.2) Spec(:^^V)) xx ^ Spec(S ^^V)[^]) 

Spec(^^°°V)) XX -- Spec(W^x\v)[l]) 


Comme B[Y\ est une extension finie etale de [i] im V.7.3), on en deduit en vertu de l2.3.15T il 

que est la fermeture integrale de dans B®a^ - Par suite, 

est une extension a-etale de d’aores [1.7.31 

Comme X est normal et localement irreductible ([^ III.4.2(iii)), il en est de meme de W ([2] 
111.3.3). Par suite, W est la reunion des schemas induits sur ses composantes irreductibles. Pour 

toute composante irreductible W de W, sd'x (^0 une extension a-etale de SBx (Y) d’apres 
(m V.7.4). On conclut la preuve en observant que I’homomorphisme 7ri(y,u) —>■ tti{X°, v) est 
injectif puisque U = X. 


2.3.17. Soient U un objet de Et/Xi n un entier > 1. Avec les notations de 12.3.41 on pose 
(2.3.17.1) 


rrT*0 -rrrr(n)*0 

U = U XX X et U = U xx X , 


et on note U le morphisme canonique. On rappelle que X^ ^ est un revetement 

etale fini et galoisien de X* de groupe A„. On definit le foncteur 


(2.3.17.2) 


Ufet 




Celui-ci est exact puisque le foncteur (tt^ )* admet un adjoint a gauche et est done exact. 
Soit F un objet de Uf^^. D’apres ([^ VI.9.4), pour tout V G Ob(Etfyy*o), on a 

(2.3.17.3) f(”)*(V) = F(y X^”^*°). 
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Get ensemble est done naturellement muni d’une action de A„, et on a un isomorphisme canonique 

(2.3.17.4) F(y) ^ 

Les faisceaux forment naturellement un systeme inductif de indexe par I’en- 

semble Z>i ordonne par la relation de divisibility. On pose 

(2.3.17.5) = lim 


On voit aussitot que le morphisme canonique X X est coherent (12.3.31) . Supposons U 
coherent, de sorte que U est coherent. D’apres ([2] VI.9.12) et ([4] VI 5.2), pour tout V G 
Ob(Etf^jj*o), on a alors un isomorphisme canonique 

(2.3.17.6) f(°°)*(V) T; lim f(")*(V). 


Par suite, I’ensemble discret est naturellement muni d’une action continue de Aoo, et on 

a un isomorphisme canonique 

(2.3.17.7) F(V) ^ (f(°°)*(V))^“. 

2.3.18. Soient U un objet de Et /x, rn,n deux entiers tels que m > 0 et n > 1. Appliquant le 
foncteur (12.3.17.21) aux anneaux £§ir (12.1.8.31) et ^^u,m = SSuIv^ (|2.1.9.2I) de Uf^^, on obtient 
deux anneaux et de Ce foncteur etant exact, on a un isomorphisme canonique 


(2.3.18.1) 


—(n)* rw -^(n)* rn7^(‘^)* 




-(«)* 


_ 

X induit un homomorphisme (|2.3.12.5I) 


Compte tenu de (I2.3.12.3p . I’injection canonique X^ 

(2.3.18.2) 

On en deduit par passage a la limite inductive un homomorphisme (12.3.12.71) 

(2.3.18.3) 

Par ailleurs, les isomorphismes (12.3.18.11) induisent un isomorphisme 

(2.3.18.4) ag* ^ 

2.3.19. On designe par la sous-categorie pleine de F^ (12.3.141) formee des objets (V 




U) 


tels que le morphisme canonique V ^ U se factorise a travers U (12.3.17.11) . Le foncteur (12.3.14.11) 
induit un foncteur fibrant 


(2.3.19.1) 


Et 




Lemme 2.3.20. Soit (V —>■ U) un objet de E^. Alors, 

(i) Le morphisme canonique Spec{t^[j ^ (V)) —>■ Spec).^^; ^(E)) (12.3.18.21) est une immersion 
ouverte et fermee. 

(ii) Le diagramme de morphismes canoniques 


(2.3.20.1) 


Spec(j^[r^ 


(E)) 


■Spec{d^\v)) 


Spec(.^[^^*(?7°)) 


Spec(.^[rV°)) 
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est cartesien. 

(i) Pour tout entier n > 1, Spec(.^[7^*(^)) 6st un ouvert et ferme de Spec(.^[7\^)) = 
D’aores 12.3.131 il existe n > 1 tel que pour tout to > 1, le diagramme canonique 

(2.3.20.2) 

est cartesien. II en est done de nieme du diagramme canonique 

(2.3.20.3) Spec(^[r"^*(^^))-^ Spec(^[7”V)) 


Spec(^[;”^*(P))-^ Spec(^[7V)) 

La proposition s’ensuit en vertu de ([26] 8.3.12). 

(ii) En effet, pour tout entier n > 1, le diagramme 

(2.3.20.4) SpeciWu^* (V)) - 


est cartesien. 


Proposition 2.3.21. Soient {V —>■ U) un objet de tel que V soit connexe, v un point 
geometrique de V. Alors, il existe un revetement universel {Vi)i^i de V en v tel que pour tout 
i £ I, Vi soit un revetement etale galoisien de V et que ASjj (Vi) soit une extension a-etale de 




m- 


Cela resulte de 12.3.16112.3.201 et (|2| V.7.4(2) et V.7.8). 

COROLLAIRE 2.3.22. Soient (V U) un objet de E^, ^ un ^ \V)-module de Vfet? q un 
entier > 1. Alors, H'J(Pfet,=^) est a-nul. 


Comme X est normal et localement irreductible (|2] III.4.2(iii)), il en est de meme de V 
([2] III.3.3). Par ailleurs, j: X° —>■ X etant quasi-compact, V est quasi-compact. On pent done 
supposer V connexe. Soit v un point geometrique de V. D’apres 12. 3. 211 il existe un revetement 
universel (yi)i^i de P en U tel que pour tout i £ I, Vi soit un revetement etale galoisien de V 
et que {Vi) soit une extension a-etale de *(^)- Pour tout i £ I, notons Gi le groupe 

des P-automorphismes de Vi. Il resulte de 12.3.151 et 12.3.201 que Spec(.f^[^^*(P)) est normal et 
localement irreductible, de fermeture integrale Spec(.^[^^ (^i)) dans Spec(^[^^ (14)) Xjc X° et 
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que le diagramme 

(2.3.22.1) 


Spec(^[r^*(14)) xjf 


Spec(.^[^^ 

-(oo)-* 


(V)) XX x° 




V 


est cartesien. En vertu de 11.7.81 (Vi) est done un a-Gi-torseur de *(V). Par suite, 

H'^(Gi, ^(Vi)) est a-nul d’aores [1.7.71 La proposition s’ensuit par passage a la limite. En effet, 
notant 


(2.3.22.2) i^: Vst ^ M ^ lim M(V) 

i€l 

le foncteur fibre en v (I1.1.13.3I1 . on a des isomorphismes canoniques 

(2.3.22.3) H«(Ef,t,^) 4 H«(7ri(F,U), u^(^)) 4 lim H«(G„^(D)). 


COROLLAIRE 2.3.23. Pour tout objet (V —>■ U) de et tout entier m > 1, Uhomomorphisme 
canonique 

(2.3.23.1) ^[r^*(E)/p™^[r^*(E) ^^[;“i*(E) 

est un a-isomorphisme. 


En effet, d’apres (12. 3.18. 4|) . comme est Zp-plat, on a une suite exacte de groupes abeliens 


de C/f^t 
(2.3.23.2) 




’(7 

7S(“) 




(oo)* 

U,m 


0 . 


La proposition resulte alors du fait que H^(Efa, \V) = 0 en vertu de 12.3.221 


COROLLAiRE 2.3.24. Pour tout morphisme cartesien (V' —>■ U') —>■ (E —>■ G) de (12.3. 19. ip 

et tout entier m > 1, I’homomorphisme canonique 

(2.3.24.1) ^S*(E) ^x(C/') ^ ^[;“!:(E') 

est un a-isomorphisme. 


En effet, pour tout entier n > 1, rhomomorphisme canonique 

(2.3.24.2) ^!/"^*(P) ^x{U') ^ ^[;?*(E') 

est un isomorphisme en vertu de ([^ IIL8.11(iii)). On en deduit que rhomomorphisme canonique 

(2.3.24.3) ^!r^*(E) ^x(G') ^ ^[;“^*(E') 

est un isomorphisme (12.3. 17. 6p . La proposition est done une consequence de 12.3.231 

COROLLAIRE 2.3.25. Soient m un entier > 1, I, un module localement lihre de 

type fini de Pour tout X-schema etale U, on note L[/ I’image inverse de L par le morphisme 

canonique U X , on pose Jjff/ = hjj et on designe par le (t^ij )-module de 






















118 


2. THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 


[/f^t associe a (I2.3.17.5|l . Alors, pour tout morphisme cartesien [V' U') {V ^ U) de 

le morphisme canonique 

(2.3.25.1) ^ j4r^*(F') 

est un a-isomorphisme. 


En effet, comme X est normal et localement irreductible ([2] III.4.2(iii)), il en est de meme 
de V ([2] III.3.3). Par ailleurs, j: X° X etant quasi-compact, V est quasi-compact. On pent 
done supposer V connexe. Pour tout revetement etale galoisien Vi de V de groupe G, posant 
V{ = V'xv Vi, les morphismes canoniques 


(2.3.25.2) 


•^U 


iv) ^ 


et 


c/p{oo)-* 

^U' 


(P') ^ 


sont des isoniorphisnies. Compte tenu de ([^ II.3.15 et III.2.11), comme ffx{U') est plat sur 
^x{U), on pent done se reduire au cas ou Lf/jP est constant de valeur un (^■^/p'"^-^)-module 
libre de type fini M. On a un isomorphisme canonique (12.3.17.611 


(2.3.25.3) J?)'“)*(P) ^ M 

et de meme pour (P' —>■ U'). La proposition resulte alors de 12.3.241 


COROLLAIRE 2.3.26. Soient m un entier > 1, L wn -module localement lihre de 

type fini de Pour tout X-schema etale U, on note L[/ I’image inverse de L par le morphisme 

canonique U X , et on pose = hjj Alors, pour tout morphisme cartesien (V' —^ 

U') (V ^ U) de E<g (|2. 3.14. Ill , le morphisme canonique 

(2.3.26.1) ^u{V) ^x{U') ^ ^u’{V') 

est un a-isomorphisme. 


En effet, on pent se borner au cas ou P est connexe (cf. la preuve de l2.3.25ll . Quitte a changer 
de point geometrique y de X (|2.3.3I) . on pent supposer de plus que (P ^ U) est un objet de E^. 
La proposition resulte alors de l2.3.25l et (12.3. 17. 7p puisque ffx{U') est plat sur ffxfU) ([^ 11.3.15). 


COROLLAiRE 2.3.27. Pour tout morphisme cartesien (P' —>■ U') {V U) de E‘^ et tout 
entier m > 1, I’homomorphisme canonique 

(2.3.27.1) ^H.™(P) ^x{U') ^ '^u',m{V') 

est un a-isomorphisme. 


Proposition 2.3.28. Soient (P —>■ U) un objet de E^, ^ un A§ij-module de le 

^ )-module de associe a ^ (I2.3.17.5p . q un entier > 0. Alors, il existe un morphisme 
canonique 


(2.3.28.1) 


H«(Aoo,=^(°“)*(P)) ^ H«(Pfet,=F|P), 


qui est un a-isomorphisme. 


Soil n un entier > 1. Avec les notations de l2.3.171 on designe par L^" le foncteur “sous-faisceau 
des sections A„-invariantes” sur la categoric des Z[A„]-modules de t/f^f descente, les foncteurs 
et o (7r[)*P)* etablissent des equivalences de categories quasi-inverse I’une de I’autre 
entre la categoric des groupes abeliens de et la categoric des groupes abelien de 


sur 
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lesquels A„ agit d’une fagon compatible avec son action sur . On a done un isomorphisme 

canonique de groupes abeliens de U 

(2.3.28.2) 3^\U*° ^ 

Le foncteur etant exact, appliquant l |45j II § 2 prop. 3.1), on obtient un isomorphisme de 

groupes abeliens 

(2.3.28.3) ^ Rr^"(^(")*). 

Le foncteur L^" transforme les Z[A„]-modules injectifs de Vfet en groupes abeliens injectifs de l/fet, 
et le foncteur r(Vfet, —) transforme les Z[A„]-modules injectifs de Vf^t en Z[A„]-modules injectifs 
m V 0.2). D’autre part, on a 

(2.3.28.4) r(Rfet,r^"(-)) = r^"(r(Rfet,-)). 

Prenant les foncteurs derives des deux membres et appliquant de nouveau 1 |45| II § 2 prop. 3.1), 
on en deduit une suite spectrale 

(2.3.28.5) = H“(A„,H''(Pfet, ^(”)*|P)) ^ H“+'’(I/fet, ^\V). 

Comme I’immersion j: X° —X est quasi-compacte, le schema V est coherent. Par suite, en vertu 
de ([4] VI 5.3) et ([^ VI.9.12), pour tout entier & > 0, on a un isomorphisme canonique 

(2.3.28.6) lim H''(Vf 4 t, ^ 

n>l 

On en deduit par passage a la limite inductive une suite spectrale 

(2.3.28.7) L;“’^ = H“(Aoo,H''(Vfet,^(“^*|P)) ^H“+'’(Vfet,^|P). 

La proposition s’ensuit puisque H^(Vfet; est a-nul pour tout 6 > 1 en vertu de l2.3.221 

COROLLAIRE 2.3.29. Soient m un entier > 1, L wn -module localement litre de 

type fini de Pour tout X-schema etale U, on note hjj I’image inverse de L par le morphisme 

canonique U X , et on pose = Lj/ Alors, pour tout morphisme U' ^ U de ^ et 

tout entier q > 0, le morphisme canonique 

(2.3.29.1) H^(C7;,t,if[/) ^x{U') ^ 

est un a-isomorphisme. 

En effet, d’aores [2.3.281 on a un morphisme canonique 

(2.3.29.2) H9(Aoo,=4“^*(r°)) ^ H«(C7;° , ifc/|I^*“), 

qui est un a-isomorphisme. Celui-ci est fonctoriel en U a Ob)”^) d’apres la preuve de loc. cit. Par 
ailleurs, d’apres [2.3.251 le morphisme canonique 

(2.3.29.3) ^x{U') ^ 

est un a-isomorphisme. Comme ^x{U') est plat sur ^x{U)^ on en deduit que le morphisme 
canonique 

(2.3.29.4) W{uZ.^u\U*°) ^xiU') ^ WiU';^,^u'\u'*°) 

est un a-isomorphisme ([2] 11.3.15). La proposition s’ensuit en variant le point geometrique y de 

mM- 
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COROLLAIRE 2.3.30. Pour tout morphisme U' ^ U de et tons entiers m > 1 et q > 0, le 
morphisme canonique 

(2.3.30.1) ^x{U') ^ 
est un a-isomorphisme. 

Proposition 2.3.31. Soient m un entier > 1, L, un -module localement libre de 

type fini de Pour tout X-schema etale U, on note hu I’image inverse de L par le morphisme 

canonique U X , et on pose ££u = ■ Alors, pour tout entier q > 0, le prefaisceau de 

-modules sur"^ qui a tout objet U de ^ associe le a-{&p^)-module a(W (ll.4.5|l 
est un faisceau pour la topologie etale (ll.4.24|) . 

Soil {Ui U)i^i un recouvrement de Pour tout {i,j) G P, posons Uij = Ui Xu Uj. Par 
descente fidelement plate, la suite de ^;^([/)-modules 

(2.3.31.1) ^ 

iGl 

ou la derniere fleche est la difference des morphisnies induits par les projections de Uij sur les deux 
facteurs, est exacte. On en deduit par 12.3.2'^ aue la suite de ^-^modules 

(2.3.31.2) H H«((^°,)fet,ifi/.,), 

iGl 

ou la derniere ffeche est la difference des morphismes induits par les projections de Uij sur les deux 
facteurs, est a-exacte (11.5.21) . La proposition s’ensuit en vertu de ll.4.2Hl 

Proposition 2.3.32. Soient m,q deux entiers tels que m > 1 et q > 0, L, un {^'x/p'^^'x)- 
module localement libre de type fini de Xf^^. On note H‘?(L) le -module 

et H‘?(L) le h<t{ff-Y)-module associe de X^t (11.1. 12. 3p . Alors, on a un morphisme h^:{ff-Y)-lineaire 
canonique de X^t 

(2.3.32.1) H«(L) ^ RV,(/3*(L)), 

qui est un a-isomorphisme, ou a et j3 sont les morphismes de topos anneles (12.1.8.51) et (12.1.8.61) . 

Pour tout X-schema etale U, on note Lj/ I’image inverse de L par le morphisme canonique 
U X . La correspondance jSf = {17 M- hjj definit un prefaisceau abelien sur E 

(11.11.1.81) . Notons le faisceau associe de E. D’apres ([^ VI.5.34, VI.8.9 et VI.5.17), on a un 
isomorphisme canonique 

(2.3.32.2) /3*(L)7;^N 

Suivant ([^ VI.10.39), notons le faisceau de Vet associe au prefaisceau sur Et/x defini 

pour tout U G Ob(Et/x) par le groupe abelien H‘?({7t4t, Ljy (g)^—.^;/). D’apres ([2] (VI.10.39.10)), 
on a un morphisme canonique de Vet 

(2.3.32.3) R%*(/3*(L)). 

Celui-ci est clairement h*(^-^)-lineaire. Comme la source et le but sont annules par p"^, (I2.3.32.3p 
est un isomorphisme au-dessus de V^. Pour tout point geometrique a; de V au-dessus de s, notant 
V(j) le localise strict de V en x, le schema V( 5 ) Xx X est normal et strictement local (et en 
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particulier integre), d’apres ([^ III.3.7). Par suite, la fibre de (I2.3.32.3|) en x est un isomorphisme 
en vertu de ([^ VI.10.40). On en deduit que (12.3.32.31) est un isomorphisme. 

Compte tenu de ([4| II 3.0.4) et de la definition du foncteur “faisceau associe” ([4] II 3.4), 
est le faisceau de X^t associe au prefaisceau sur (12.3.141) defini pour tout U G Ob(‘^) 
par le groupe abelien Ljy II resulte alors de 11.4.361 et 12.3.311 que pour tout 

U G Ob(‘^), le morphisme canonique 

(2.3.32.4) ^ ^«(^)(17) 

est un a-isomorphisme. On en deduit d’apres [2.3.291 aue le morphisme canonique 

(2.3.32.5) H«(L) ffx{U) -g 
est un d-isomorphisme; d’ou la proposition. 

COROLLAIRE 2.3.33. Soient m,q deux entiers tels que m > 1 et q > 0, L, un 
module loealement libre de type fini de Xf^^. On note M'^(L) le {Xm)-fnodule H'^(Vf^^,L(g)^_ 
t^x) £t M‘^(L) le )-niodule assoeie de (V'm)et (11.1.12. 3|) . Alors, on a un morphisme {G-^ )- 
lineaire canonique de {Xm)et 

(2.3.33.1) M«(L) ^ RV™,(/3;;(L)) 

qui est un a-isomorphisme, ou am et Pm sont les morphismes de topos anneles (12.1.9.51) et (12.1.9.71) . 

En eflet, on a /3*(L) = /3“^(L) £^m, ou /3 est le morphisme de topos anneles 

(12.1.8.61) . qui est done un objet de Es d’apr& ([2] III.9.6 et III.9.7). Le morphisme canonique 
<5*(/3*(L)) /3m(L) est un isomorphisme, ou <5 est le plongement (12.1.6.11) . On en deduit par 

adjonction un isomorphisme 

(2.3.33.2) 

II resulte alors de (|2.1.6.4I) qu’on a un isomorphisme canonique 

(2.3.33.3) RVm,(/3m(L)) 4 a-i(RV,(r(L))), 

ou a~^ designe I’image inverse au sens des faisceaux abeliens par I’injection canonique a: Xg X. 
Par ailleurs, avec les notations de 12.3.321 on a un isomorphisme canonique 

(2.3.33.4) H«(L) ^ a4M«(L)). 

On en deduit par adjonction un isomorphisme a“^(H'^(L)) ^ M'^(L). La proposition resulte done 
de 12.3.321 

Remarque 2.3.34. Conservons les hypotheses de 12.3.331 D’apres ([l] 2.6.18(ii)), Gj^ est un 
faisceau d’anneaux coherent de (V'm)zar- H resulte alors de ll.6.8l et 12 . 3.101 1111 que le {Gj^ )-module 
de (Vm)zar associe a M'^(L) est a-coherent (11.5.31) et est a-nul pour tout i > d+1, oud = dim(V/S'). 

2.3.35. On designe par E (resp. E‘^) la categorie des prefaisceaux de U-ensembles sur E 
(resp. E<^) et par 

(2.3.35.1) Et/x 

la categorie fibree obtenue en associant a tout U G Ob(Et/x) la categorie (Etj^jjo)^ des prefais¬ 
ceaux de U-ensembles sur Etj^^o, et a tout morphisme /: U' ^ U de Et/x le foncteur 

(2.3.35.2) : (Et,/^,o )^ ^ (Et^/^o )^ 
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defini par la composition avec le foncteur image inverse par le morphisme 

f° : u'° —>■ U° deduit de /. On note 

(2.3.35.3) 

la categoric fibree au-dessus de deduite de la categoric fibree (I2.3.35.1|) par changement de base 
par le foncteur d’injection canonique ^ Et/x- On a alors une equivalence de categories ([2] 
VI.5.2) 

(2.3.35.4) E ^ Hom(Et,,)o((Et/;,)°,J^'^) 

F i-A {Ui-^Folu\}, 

on Lu\ est le foncteur (12.1.5.21) . On identifiera dans la suite a la section {U F o ijji} qui lui 
est associee par cette equivalence. De meme, on a une equivalence de categories 

(2.3.35.5) ^ 

F i-A {U F o 

On note 

(2.3.35.6) E^E, F 

le foncteur “faisceau associe” sur E. Comme Ecg^ est une sous-categorie topologiquement generatrice 
de E, le foncteur “faisceau associe” sur Ecg^ induit un foncteur que Ton note aussi 

(2.3.35.7) E^^E, F ca F^ 

Soient F = {W Gw} (W^ S Ob(Et/x)) un objet de E, F^ = {U Gu} {U G Ob)"^)) 
I’objet de E<g obtenu en restreignant F a Ecg. II resulte aussitot de ([^ II 3.0.4) et de la definition 
du foncteur “faisceau associe” ([1] II 3.4) qu’on a un isomorphisme canonique de E 

(2.3.35.8) ^ F^ 

On designe par a-F-;^ la categoric de Q!-(^-jf)-prefaisceaux sur E^ (11.4.161) . par a-Ecg la cate¬ 
goric des a-(i^-^)-faisceaux (jl.4.24|) sur E<^ et par 

(2.3.35.9) a: Mod(^-^,F^) ^ a-E^, 

(2.3.35.10) 5: Mod(^-^,F^) ^ a-E^, 

les foncteurs canoniques (ll.4.19.1|) et (|1.4.35.1I) . 

Proposition 2.3.36. Soient m un entier > 1, L mu -module localement libre de 

type fini de Pour tout X-schema etale U, on note hjj I’image inverse de L par le morphisme 

canonique U X , et on pose = Lj/ (8)^_ 3Su- Alors, le prefaisceau de a-{ffp^)-modules 

a{{U I—-S?!/}) {U € Ob(^)) (12.3.35.91) est un faisceau. 

Soient (V —>■ U) un objet de E<^, {Ui — >• U)i^i un recouvrement de Pour tout {i,j) € P, 
posons Uij = Ui Xu Uj, Vi = V Xu Ui et Vij = V Xu Uij. Par descente lidMement plate, la suite 
de ^x(D)-modules 

(2.3.36.1) t) ^ .^u{y) ®ex(.u) ^x{Ui) ^ -^uiV) ®ex{u) ^x{Uij), 

iei 
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ou la derniere fleche est la difference des niorphisnies induits par les projections de Uij sur les deux 
facteurs, est exacte. En en deduit par l2.3.2Sl aue la suite de ^-j^modules 

(2.3.36.2) 

ie/ (i,j)eP 

on la derniere ffeche est la difference des niorphisnies induits par les projections de Uij sur les deux 
facteurs, est a-exacte (11.5.21) . La proposition s’ensuit en vertu de ll.4.27l 

COROLLAIRE 2.3.37. Pour tout entier m > 1 et tout schema affine U de Et/x; I’homomor- 
phisme canonique 

(2.3.37.1) ^U,m ^ O I'U'., 

oil jp'^^ (12.1.9.111 et tj/i est le foncteur (I2.1.5.2I1 . est un a-isomorphisme. 

En effet, le prefaisceau de a-(^-x)-modules a{{U i-A- ^^u,m}) {U G Ob(^)) (12.3.35.91) est un 
faisceau en vertu de 12.3.361 La proposition resulte alors de 11.4.361 compte tenu de (j2.1.9.4|l et 
(111.3.35.811 . 


2.4. Le principal theoreme de comparaison de Fallings 

2.4.1. Pour tout entier n > 1, on dispose des morphismes canoniques (12.1.9.51) et (11.1.12.51) 
fcf. [2T4l) 

(2.4.1.1) an:{Es,Wn) ^ (X,,4t,^x„). 

(2.4.1.2) Un - (Xs_et,^x„) (^s.zar, ^x„)- 

On note le compose o cr„ 

(2.4.1.3) Tn- {Es,^n) (^s.zar, )‘ 


Proposition 2.4.2. Soient n, q deux entiers tels que n > 1 et q > 0, 1. un -module 

localement libre de type fini de Alors, le -module m-x R®cr„*(/3*(L)) (12.1.9.71) est 

associe a un (%J -module quasi-coherent et a-coherent (|1.5.31) de {Xn)zE^T (11.1.12.31) . et il est nul 
pour tout q > d -\- 1, ou d = dim(X/S'). 


En effet, soit (uj : Xj —>■ X)j^j un recouvrement etale tel que J soit fini et que pour tout j € J, 
{Xj,^x\Xj) verifie les hypotheses de l2.3.11 Soit j G J. D’apres ([2] (VI.10.12.6) et (III.9.11.12)), 
on a un diagramme de morphismes de topos anneles 


(2.4.2.1) 


((V^)fet, ^kIp^^k) {Ej^s,'t^j,n) ^ ((Vj_s)et, „) 









iEs,£dn) 


(-^s,et, ^x„ ) 


OU la ligne superieure est I’analogue pour Xj de la ligne inferieure pour X, les ffeches verticales sont 
definies par fonctorialite, et dont les carres sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres. Par 
ailleurs, le morphisme s’identifie au morphisme de localisation de {Es, A§n) en a*{Xj^s) en vertu 
de (|2] III.9.12 et III.9.13). En fait, aj^n s’identifie au morphisme {crn)/Xj de sorte que le carre de 
droite de (12.4.2.1|) est 2-cartesien (cf. [4] IV 5.10). Par suite, en vertu de 12.3.331 et 12.3.3^ il existe 
un )-module quasi-coherent et a-coherent ^j de (Xj^n)zar et un morphisme -lineaire 

(2.4.2.2) ^ RV„,(/3:(L))|X,-«, 
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qui est un a-isomorphisme, oii est le ^)-module de {Xj^n)et associe a Ijl.l.l2.3p . 

En particulier, le morphisme iiiduit 

(2.4.2.3) ^ m-^(8i<5>_R'^cr„*(/3*(L))|Xj^ 

est un isomorphisme (11.4.231) . Par suite, m;^(8)^_R'Jcr„*(/3*(L)) est nul pour tout q > d +1, d’apres 
I2.3.10f iii). Compte tenu de (11.1.12.61) . on a un isomorphisme canonique 

(2.4.2.4) ^ 

Les isomorphismes (12.4.2.31) definissent une donnee de descente sur relative- 

ment au recouvrement etale {Xj^n —>■ Xn)j^j. Comme le foncteur (|1. 1.12. 31) est pleinement fidele et 
compte tenu de (I1.1.12.13L on en deduit une donnee de descente sur j)j^j relativement 

au meme recouvrement. D’apres (' |19| VIII 1.1), il existe alors un )-moclule quasi-coherent 
et pour tout j S J, un isomorphisme 

( 2 . 4 . 2 . 5 ) ^ ^~K ^3 

tels que si I’on munit ®e— ff-v. )ieJ de la donnee de descente definie par les isomorphismes 
(12.4.2.51) soient compatibles aux donnees de descente. Les isomorphismes (12.4.2.31) se descendent 
en un isomorphisme 

(2.4.2.6) t(^) ^ my®^^R«a„4/i:(L)), 

ou l{^) est le )-module de {Xn)et associe a 1^. Par ailleurs, est a-coherent, d’aores [1.5.61 
et 11.6.91 : d’ou la proposition. 

COROLLAIRE 2.4.3. Soient n, q deux entiers tels que n > 1 et q > 0, I, un -module 

localement litre de type fini de Xf^^. Alors, le (%„) -module R'^rn,*(/3* (L)) est a-quasi-coherent 
(I1.6.3P et a-coherent (|1.5.3I) . et est a-nul pour tout q > d-\-1, ou d = dim(V/S'). 

En effet, pour tout )-module ^ de (V„)et et pour tout entier i > 0, les morphismes 

canoniques (12.4.1.21) 

(2.4.3.1) ->• R*u„*(m^_(g)^_^) 

sont des a-isomorphismes d’apres [1.4.31 Par suite, R*u„*(RV„*(/3*(L))) est a-nul pour tous i > 1 
et i > 0. en vertu del2.4.2let (SI VII 4.3). La suite spectrale de Cartan-Leray 

(2.4.3.2) = RV„4RV„*(/3:(L))) ^ R*+^r„*(/3:(L)) 
induit done un isomorphisme de a-(^-^^)-modules de (Xn)za.r (11.4.221) 

(2.4.3.3) a(u„^{mj^<S>ffj^R‘’(7n*i/3*(h)))) 4 a(R‘?T„*(^n(L))). 

La proposition s’ensuit compte tenu de l2.4.2l et ll.5.6l 

COROLLAiRE 2.4.4. Supposons X propre sur S, et soient n, q deux entiers tels que n > 1 
et q > 0, h un module localement litre de type fini de Xf^^. Alors, le ff-j^-module 

H'^(Es,/3*(L)) est de presentation a-finie et est a-nul pour tout q > 2d -\-1. 

On notera d’abord que I’anneau ^kIp'^k est universellement coherent ([T] 1.4.1 et 1.12.15). 
Considerons la suite spectrale de Cartan Leray 

(2.4.4.1) = ff (X„,RV„,(/3:(L))) => 

En vertu de 12.4.31 et 11.6.121 pour tous entiers i,j > 0, le (^i^/p"^-j^)-module E^’^ est a-coherent, 
et il est a-nul si i > d -|- 1 ou si j > d -|-1. La proposition s’ensuit compte tenu de ll. 5.151 
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2.4.5. Considerons I’anneau (11.3.2.ip 

(2.4.5.1) = Im 

qui est integre, parfait de caracteristique p, et notons son corps des fractions, qui est algebri- 
quement clos (cf. |41| 3.8). On rappelle que I’application 

(2.4.5.2) {{Xn)n>0 e (i^c)” I {Xn+lY = Xn, Vn € N} ^ ^ {Xn)n>0 {Xn)n>0, 

on Xn designe la classe de dans est un isomorphisme de monoides multiplicatifs. Pour 

tout X S (^ 7 f)^ d’image inverse (x„)„>o par (12.4.5.211 . on pose 

(2.4.5.3) 0 ;“ = Xq. 

L’application 

(2.4.5.4) (^■^)^-^Q, x^vixY, 

ou V est la valuation normalisee de Gc (12.1.11) . est une valuation non discrete, de hauteur 1 de 
II est alors naturel de noter aussi , et son ideal maximal . 

2.4.6. On fixe une suite (pn)n>o d’elements de telle que po = P et pY+i = Pn pour tout 
n > 0 et on note w I’element associe de Pour tout entier i > 0, rhomomorphisme 

(2.4.6.1) TTj : ^ ^~kIP^~K^ (^n)n>0 ' ^ Xi 

est surjectif. On verifie aussitot que ker(7ro) = vjG-^i. On note p I’endomorphisme de Frobenius 
de Gj^\,. Comme ttq = TTi o tp*, on en deduit que ker(7ri) = particulier, induit un 

isomorphisme 

(2.4.6.2) G^\, G-^^ ^ G-j^/pG^. 

Par ailleurs, le diagramme 

(2.4.6.3) G^\, G^i ^ > Gj^/pG-j^ 



ou la fleche verticale de gauche est le morphisme canonique et la fleche verticale de droite est 
I’endomorphisme de Frobenius, est commutatif. On en deduit que G—\, est complet et separe pour la 
topologie w-adique, et que cette derniere coincide avec la topologie limite projective des topologies 
discretes de G-^jpG^. 

2.4.7. On designe par le topos des systemes projectifs de i?s, indexes par I’ensemble 
ordonne N des entiers naturels ([^ III.7.7). On rappelle qu’on a un morphisme de topos 

(2.4.7.1) 

dont le foncteur image inverse A* associe a tout objet F de Eg le systeme projectif constant de 
valeur F, et dont le foncteur image directe A* associe a tout systeme projectif sa limite projective 
([2] III.7.4). 












126 


2. THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 


Pour tout objet F = {Fn)n>o de Ef° et tout entier i > 0, on note e<i{F) I’objet {F^)n>o de 
Ef° , defini par 


(2.4.7.2) 


( Fn si 0 < n < I, 
\ Fi si n > 


le morphisme de transition F^_^_i —>• F^ etant egal au morphisme de transition F„_|_i Fn de F si 
0 < n < z et a I’identite si n > z. La correspondance F i-)- e<i(F) est clairement fonctorielle, et on 
a un morphisme fonctoriel canonique 


(2.4.7.3) F^e<^{F). 

Si F est un anneau (resp. module), il en est de meme de e<i{F) et le morphisme (I2.4.7.3P est un 
homomorphisme. 

Si A est un anneau, on note encore A I’anneau constant de valeur A de Eg ou de Llf . On a 
done un isomorphisme canonique A*(A) A de Ef . On note I’anneau de E^° 

dont les morphismes de transition sont les iteres de I’endomorphisme de Frobenius de 
On le considere conime une ^-^^b-algebre via les homomorphismes (12.4.6.21) . 

On designe par IP la categorie abelienne des Fp-modules de Ef et par ,^ar son quotient par 
la sous-categorie epaisse des Fp-modules Artin-Rees-nuls (AR-nuls en abrege) f |21) V 2.2.1). On 
rappelle que Par est canoniquement equivalente a la categorie des systemes projectifs de a 
translation pres ( |21| V 2.4.2 et 2.4.4). 


2.4.8. On note (j) I’endomorphisme de Frobenius de Pi (12.1.9.11) et on designe par la 
{^-j^)^-slgehie (Pi)n de Ef dont les morphismes de transition sont les iteres de (j) . On considere 
P^ comme une ^.^^t-algebre via les homomorphismes (12.4.6.21) . On note encore (p I’endomorphisme 
de Frobenius de P^. Cette notation n’induit aucun risque d’ambigui'te puisque I’endomorphisme 
de Frobenius de P^ est induit par celui de Pi. Pour tout entier z > 0, on considere e<i{P^) 
comme une .^^^-algebre via I’homomorphisme canonique (|2.4.7.3I) . 

Lemme 2.4.9. (i) Pour tout entier n > 0, notantpn la classe de pn dans ^kIp^k P-4-6P) 

la suite 


(2.4.9.1) 



0 


est exacte. 

(ii) L’endomorphisme de Frobenius p de P induit un isomorphisme de Par (12.4.7p . 

(iii) Pour tout entier i > 0, la suite de P^-modules 

(2.4.9.2) 0- ^P^-^P^ - ^e<i(P^) -^0 

oil la deuxieme fleche est le morphisme canonique (12.4.7.31) . est exacte dans Par- De plus, 
privee du zero de gauche, elle est exacte dans P. 

(i) En effet, soient (y x) un point de X^t Xl^ (11.9.161) tel que x soit au-dessus 

de s, X' le localise strict de X en 'x. On designe par 23^ la categorie des A-schemas etales 'x- 
pointes, et par 21J^ la sous-categorie pleine de 03^ formee des objets {U,p-.x —>■ U) tels que la 
restriction {U, -y^x\U) —>■ {S,.y^s) du morphisme / (12.1.31) verifie les hypotheses de l2.3.1l Ce sont 
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des categories cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique —?> 9J|- est cofinal (g I 8.1.3(c)). 

Avec les notations de 12.1.141 on a done un isomorphisme canonique (12.1.14.31) 

(2.4.9.3) ^p{y~^x) ^ I^u- 

(!/,p)e!nj£. 

La proposition s’ensuit en vertu de l2.3.71 et 12.1.7l iil. 

(ii) II resulte de (i) et ([^ III.7.3(i)) que I’endomorphisme de est surjectif, de noyau 

ou les morphismes de transition sont induits par I’endoniorphisnie de Frobenius (j) de 
et sont done nuls. 

(iii) Pour tout entier j < 0, posons pj = p et p^ = 0. On notera que correspond a relement 
{Pn-i)n>o via I’egalite (12.4.5.11) . Compte tenu de (i) et (|2] III.7.3(i)), la suite privee du zero de 
gauche est done exacte dans Pour tout entier n, posons qn = p/Pn € ff'x- Comme ^ est 
^■^plat, le noyau de la multiplication par w'^ dans est [qn-i3§i)n>o, ou les morphismes de 
transition sont induits par (j) et sont done nuls en degres > i puisque v{qn) = 1 — 1/p"; d’ou la 
proposition. 

Proposition 2.4.10. Supposons X propre sur S et soient L un ¥p-module de type fini de Xf^^, 
q un entier > 0. Posons ££ = <5*(/3*(L)), ou P est le morphisme (I2.1.5.4|) et S est le plongement 
(12.1.6.11) . et notons (j) I’endomorphisme i7^\,-semi-lineaire de ,A*(.5f) ^ ) induit par 

I’endomorphisme de Frobenius (j) de . Alors, il existe un entier r > 0 et un morphisme 
lineaire 

(2.4.10.1) H«(.Kf, A*(if) Of, ^^) ^ 

compatible d (j) et a I’endomorphisme de Frobenius tp de , et qui est un a-isomorphisme. 

En effet, considerons le systeme projectif de ^.^^b-modules M = (M„)„>i defini pour tout 
entier n > 1, par 

(2.4.10.2) M„ = H«(Af, A*(.if) Of, 

les morphismes de transition etant induits par les projections canoniques 

(2.4.10.3) W . 

D’aDres l2.4.9l iiil. pour tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique 

(2.4.10.4) W ^ 

On en deduit, compte tenu de ([2] III.7.11) et 1 [30| 1.15), un isomorphisme i^.^b-lineaire 

(2.4.10.5) Mpb 4H« (i/„Jf Of, ^i), 

ou le but est considere comme un -module via (12.4.6.11) . De plus, le diagramme 

(2.4.10.6) Mpb+i —^H9(E„.5^0 f,^i) 

Mpi H9 (i/„ if Of, ^1) 

ou la fleche verticale de gauche est le morphisme canonique et la fleche verticale de droite est 
induite par I’endomorphisme de Frobenius de .^i, est commutatif. Les -modules Mpi sont 
done de type a-fini en vertu de 12.4.41 
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Reprenons les notations de ll.8.121 pour R = La multiplication par w dans induit un 
morphisme -lineaire 

(2.4.10.7) u:M[-l]^-M. 

11 est clair que le compose M[—1] A M ^ M[—1], ou la seconde fleche est le morphisme canonique, 
est induit par la multiplication par w. Par ailleurs, il resulte de l2.4.9f iiil (pour i = 0) que la suite 

(2.4.10.8) 0-s- W jwW W ^ W ^ 0 

est exacte dans ^ar- On en deduit que la suite 

(2.4.10.9) Ml M„+i-M„ 

ou la seconde fleche est le morphisme canonique, est exacte au centre. 

11 resulte de I2.4.9l iil que I’endomorphisme de Frobenius de induit pour tout n > 1, un 
isomorphisme de i^AR 

(2.4.10.10) Wjw'^W W 

et par suite un isomorphisme ^.^b-semi-lineaire 

(2.4.10.11) MAmO). 

On notera que pour tout i > 0, le digramme 

(2.4.10.12) Mpi- 

Mp.+i-^i) 

ou la fleche verticale de gauche est la composante de degre p* de I’isomorphisme (j2.4.10.11[l et les 
fleches horizontales sont les isomorphismes (I2.4.10.5|l . est commutatif. 

En vertu de ll.8.R?r il. les morphismes de transition du systeme projectif M sont a-surjectifs. 
Par ailleurs, d’apres ([^ 111.7.11), on a une suite exacte 

(2.4.10.13) 0 ^ RMim (S)w^Wi) 

N 

^ H«(Ef, X*{^) H9(^., if Of, ^i) ^ 0, 

N 

ou les morphismes de transition des systemes projectifs sont induits par I’endomorphisme de Fro¬ 
benius (j) de Compte tenu de ll. 4. 91 (12.4.10.61) . 1 |30| 1.15) et ( |39| theo. 1), le terme de gauche 
de cette suite est done a-nul. On en deduit que le morphisme canonique 

(2.4.10.14) H«(i?f, A*(if) Of, ^ Im M„ 

est un a-isomorphisme. La proposition s’ensuit en vertu de ll.S.lSf iiil. 

COROLLAIRE 2.4.11. Sous les hypotheses de (I2.4.10|) . pour tout entier i > 0, il existe un 
morphisme canonique -lineaire 

(2.4.11.1) W{Ef (%b/t:c7PV.^b) ^H«(.B«,if Of,^i), 

ou le but est considere comme un -module via iTi (12.4.6.11) . qui est un a-isomorphisme. 
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Proposition 2.4.12. Pour tout element b G tel que ^ la suite 

(2.4.12.1) 0- > ^i -^0 

est exacte. 

En effet, la question etant locale, on pent se bonier an cas on X est affine. Solent {y x) 

un point de X^t Xx^t Hl-H-lbH tel que x soit au-dessus de s, X' le localise strict de X en x. 
On designe par QJ$- la categorie des X-schemas etales x-pointes, et par Wx la sous-categorie pleine 
de formee des objets {U,p: x ^ U) tels que le schema U soit affine. Ce sont des categories 
cofiltrantes, et le foncteur d’injection canonique 221^ —>■ est coffiial ([4] I 8.1.3(c)). Avec les 

notations de 12.1.141 on a un isoniorphisnie canonique (12.1.14.31) 

(2.4.12.2) SSp^y^x) ^ lim Ru- 

(!7,p)eOT|. 

Montrons que pour tout z G il existe t G 3§p[y.^x) tel que P — lP~^t = z. On pent supposer 

que z G pH^x- Comme I’anneau t^p(y^x) est local ([^ Ill.lO.lO(i)), d’ideal maximal contenant p, 

(2.4.12.3) (^)P^p-i_(l_p)p-i 

est une unite de p(y.^x) - H existe alors un objet (C/, p : x —>■ C/) de 211^ tel que I’element p. 4. 12.31) 
soit une unite de i?^. II suffit de montrer que I’extension 

(2.4.12.4) T^jj[T]/{TP -bP-^T - z) 

est etale au-dessus de .Ry [^], ou encore que pour tout corps L et tout homomorphisme u : Ry [^] —> 
L, les equations Rp — ¥'~^T — u{z) et pTP~^ — bP~^ n’ont aucune solution commune dans L. Si une 
telle solution y G L existait, on aurait yP~^ = et u{z) = y^ — bP~^y G L, et par suite, 

(2.4.12.5) (^)P^(^)p-i = (l_p)p-i, 

ce qui est absurde puisque — (1 — pY~^ est une unite de R^. 

Considerons ensuite, pour tout t G I’equation 

(2.4.12.6) tP -hP-H&pWp(y^x), 
qui est equivalente, puisque tMp(y^x) est ^-^plat, a I’equation 

(2.4.12.7) {iy - i e 

Comme I’anneau 3§p(y^x) est normal et strictement local ([2] Ill.lO.lO(i)), d’ideal maximal conte¬ 
nant p, on en deduit d’abord que | G SSp(jj^x) , puis que 

(2.4.12.8) tGb-i^p + ^'^piy-^x))- 

II resulte de ce qui precede et de l2.1.7l iil que la suite (12.4.12.11) est exacte. 

COROLLAIRE 2.4.13. Pour tout element non-nul b de la suite 

(2.4.13.1) 0-^ ¥p —^ -^0 

est exacte dans t^AR- 
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Soit (bn)n>o G Timage inverse de b par I’isomorphisme (12.4.5.21) . II existe no > 0 tel que 

pour tout n > no, b^ ^ p^c- En vertu de 12.4.121 la suite 

(2.4.13.2) 0-^ Fp • © (^) • Wi -^ Wi > 'Wi -^ 0 

est exacte. Comme v{bn) < ^, on a pv{-~r) > 1, d’ou la proposition. 

Proposition 2.4.14. Supposons X propre sur S, et soientl, un¥p-module de type fini de Xf^^, 
q un entier > 0, b un element non-nul de G^\,. Posons = (5*(/3*(L)), ou (3 est le morphisme 
(12.1.5.41) et 6 est le plongement (12.1.6.11) . et notons </> I’endomorphisme -semi-lineaire de 

induit par I’endomorphisme de Frobenius (p de . Alors, 

(i) La suite 

(2.4.14.1) 

0-^ H9(i?„ J^) —^ WiEf, X*{^) > W{Ef, X*(Jf) ©F, ^'’)-^ 0 

est exacte. 

(ii) Le morphisme canonique 

(2.4.14.2) 

ker(0 - bP-^id\W{Ef ,X*{^) ©Fp ^ ker(0 - bP-Hd\R‘>iEf ,X*i.^) ©f, ^'’) ©^y_, T^) 

est un isomorphisme. 

En effet, d’apres ([2] III.7.11) et f [30| 1.15), la suite (12.4.13.11) induit une suite exacte longue 
de cohomologie 

(2.4.14.3) M«-i-^H9(Es,if)-^ M« ^ M«-^ H«+i(E^,.if) , 

ou on a pose M-^ = A*(Jf) ©Fp S§^) pour j > 0 et M“^ = 0. En vertu de 12.4.101 il existe 

un entier r > 0 et un morphisme -lineaire 

(2.4.14.4) u: M« ^ 

compatible a ^ et a I’endomorphisme de Frobenius tp de et qui est un a-isomorphisme. Comme 

K est algebriquement clos, pour tout c £ I’endomorphisnie p — c^^^id de est surjectif. 
Pour tous y £ et ti £ rtv^b, il existe z £ tel que 

(2.4.14.5) u{tP®y)=ip{z) — (f~^z, 

ou oir a eircore note p I’endoniorphisnie de induit par I’endomorphisme ip de ff—b. Pour tout 
t 2 £ , il existe x £ M"? et t £ m-^t tels que u{t © a;) = t 2 Z. On en deduit que 

(2.4.14.6) u{{tit 2 )P © y) = u{tP © ^{x) — {ct 2 Y~^t © a:) 

Pour tout to £ m^b, on a done 

(2.4.14.7) {tihtoYy = 4>{ttox) - {ct 2 hY~^{ttox). 
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Par ailleurs, pour tout element non nul b' de on a un diagramme commutatif 


(2.4.14.8) ker(^ - 6P-Md|M9) 

■b' 


K 

■ M« ^^ M? ■ 


■b'P 


■ coker((() — 6^’“^id|M‘?) 
■b'p 

■ coker((/) — (65')P“^id|M'^) 


^-{bb')P-Hd 

ker(^ - (56')P"^id|M«)-^ M« ^^ M? 

On deduit de ce qui precede (en prenant c = bti et b' = que pour tout b' € dernier 

morphisme vertical du diagramme (12.4.14.81) est nnl. 

D’apres [2.4.131 ponr tout b' € on a un diagramme commutatif a lignes exactes 


-faP-dd 



(2.4.14.9) 


II induit un diagramme commutatif a lignes exactes 

(2.4.14.10) 

0-^ coker(^' - 6P-Md|M«-i)-^ H'?(S,, if) 

■b'p 

0-^ coker((/)' - (66')^“^id|M«-i)-^ H'?(Ss,if) 


■ ker((/) — bP ^id|M'^) 


■ ker((/) - {bb')P-Hd\Mi) 


on on a note (j)' I’endomorphisme de M'^~^ induit par cj). Comme le morphisme vertical de gauche 
est nul, on en deduit que I’endomorphisme (j) — ^^’“^id de est surjectif, et il en est done de 

meme de I’endomorphisme (j) — 6^’“^id de IVk^; d’ou I’exactitnde de la suite (I2.4.14.1|) . On en deduit 
aussi que la fleche verticale de droite est un isomorphisme : 

(2.4.14.11) • b' : ker(^ - 6P-Md|M«) ker(^ - (66')^”^id|M«). 

II s’ensuit que I’application (12.4.14.21) est injective. 

Soit X € M'J ^ = l)P~^x. II existe z G M'^ et b' G tels qne z = b'x G 

Par snite, (j){z) — {bb'Y~^z est de torsion. Quitte a remplacer b' par un multiple, on pent 
supposer que (j){z) = {bb')P~^z. D’apres I’isomorphisme (12. 4.14. Ill) , il existe x' G ker(^ —&^’“^id|M'^) 
tel que z = b'x'. On a alors x = x' dans ; d’ou la surjectivite de I’application (I2.4.14.2() . 

COROLLAIRE 2.4.15. Supposons X propre sur S, et soient L un ¥p-module de type fini de Xf^^., 
if = ^*(/?*(L)). Alors, pour tout entier q>Q, H'^(i?s,if) est un ¥p-espace vectoriel de dimension 
finie, et le morphisme canonique 

(2.4.15.1) H«(i?«,if) ^ RYEf,X*{^) Of, ^'') 

est un a-isomorphisme. 

En effet, en vertu de 12.4.141 et avec les notations de sa preuve, on a des isomorphismes cano- 
niques 

(2.4.15.2) iAker(0-id|M«) iAker(^-id|M«(8)^f_, K^). 
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D’aDres r2.4.10L est un if^-espace vectoriel de dimension finie, et (j) est un isomorphisme 

^■^b-semi-lineaire de M'^. II resulte alors de f [33) 4.1.1) que est un Fp-espace vectoriel 

de dimension finie, et que le morphisme K -lineaire 

(2.4.15.3) it ^ it 

est bijectif. Par suite, le morphisme (12.4.15.11) est injectif. Montrons qu’il est a-surjectif. Conside- 
rons le morphisme w. Tn.=^b —>■ (|2. 4. 14.41) et notons ei,..., e,. la base canonique de 

. Comme u est a-injectif, il suffit de montrer que pour tout 1 < i < r et tout 7 € tn^b, il existe 
X € tel que (/)(x) = x et 11(7 0 x) = 76 ^. Pour tout t G tn^b, il existe y G et 13 £ m^b tels 
que u{f3 ^y) = tci. On a u{f3P (g) <))(j/)) = et done u{f3P ® (j){y) — (3 ®y) = t). Par suite, pour 

tout t' G nv^b, on a 

(2.4.15.4) ^{t'Py) = {U'f-h'Py. 

Compte tenu de I’isomorphisme (12.4.14.111) (pour b = 1 et 6' = tt'), il existe x G tel que 4'{x) = x 
et t'Py = tt'x. Par suite, pour tout t" G m^b, on a t't"l3 t$iy = tt't" (g) x dans m^b et done 

® x) = d’ou I’assertion recherchee. 

COROLLAIRE 2.4.16. Supposons X propre sur S, et soient n un entier > 1, I, un ['LIp^'L)- 
module localement libre de type fini de Xf^^, ££ = ^*(,9*(L)). Alors, pour tout entier q > 0, le 
morphisme canonique 

(2.4.16.1) 

est un a-isomorphisme. 

En effet, par devissage, on pent se reduire au cas ou n = 1. La proposition resulte alors de 
[^XTHlI^XTTl et (12.4.6.21) 


2.5. Acyclicite locale 

2.5.1. On rappelle que I’on dispose des morphismes canoniques 

(2.5.1.1) i,:Xl,^E, 

(2.5.1.2) p: X,tXx,,Xt^E, 

(frTTT T51) et (|1.11.3.2p , et du plongement canonique 5: Eg ^ E (12.1.6.11) . 

Proposition 2.5.2. Pour tout faisceau abelien de torsion, localement constant et constructible 
F de X^^ et tout entier q> 1, on a R^'!/i*(F) = 0. 

En effet, d’apres ([^ V 5.1), R^'0*(E) est le faisceau de E associe au prefaisceau sur E defini 

par 

(2.5.2.1) {V ^U)e^W{V,F). 

Soient {V —t U) un objet de i?, ^ G H'^(P, F), x un point geometrique de U. D’aDres [2.2.91 il existe 
un voisinage etale Ui de x dans X et un objet (Vi —>■ Ui) de E au-dessus de {V —>■ U) tels que le 
morphisme canonique Vi ^ P soit surjectif et que I’image canonique de ^ dans H'J(Vi,F) 

soit nulle. Par suite, il existe un recouvrement ((14 — t Ua) — t (P — t t/))aeE de E pour la topologie 
co-evanescente (ll.ll.ip tel que pour tout a G E, I’image canonique de ^ dans H'^(Pi, F) soit nulle ; 
d’ou la proposition. 
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Proposition 2.5.3. (i) Le morphisme d’adjonction id —>■ induit un isomorphisme 

Sif —>■ p^:p*5^:; en particulier, le foncteur compose 

(2.5.3.1) p*5, : Es ^ Xx,, X?* 

est pleinement fidele. 

(ii) Pour tout faisceau abelien F de Eg et tout entier q>l, on a R'Jp*(/9*(^*(P))) = 0. 

Soient x un point geometrique de X au-dessus de s, X' le localise strict de X en x. Notons 
p^'o: ^ Xf^^ et ipx'. E les foncteurs canoniques (11.1.11.111 et (I2.1.13.2[l . D’apres ([2] 

111.3.7), X est normal et strictement local (et en particulier integre). La preuve de ll.ll.l2l montre 
alors que le morphisme d’adjonction id —> p*p* induit un isomorphisme ipx P>xP*P* ■ En vertu 
de 12.2.101 X est un schema K{'k, 1). La preuve de II.11.151 etablit alors que pour tout faisceau 
abelien G de E et tout entier q > 1, on a (px{R'^p^,{p* (G))) = 0. 

Par ailleurs, pour tout faisceau F de Eg, P*{p*(Xrf) est I’objet final de 
Pour tout faisceau abelien G de Eg et tout entier g > 0, on a R'^p*(p*((5*(G)))|cr*(X,,) = 0. La 
proposition s’ensuit puisque la famille des foncteurs o <5* lorsque x decrit I’ensemble des points 
geometriques de X au-dessus de s, est conservative en vertu de l2.1.7l iil et ([^ VL10.31). 


2.6. Le torseur des deformations 

2.6.1. On pose S = Spec(^c')) que I’on munit de la structure logarithmique image 
inverse de (12.1.11) . Pour tout S'-schema P, on pose 

( 2 . 6 . 1 . 1 ) Y = Yxs^. 

On fixe une suite (pn)n>o d’elements de telle que po = p et p^j^i = Pn pour tout n > 0, et 
on note w I’element associe de (12.4.51) . On pose 

(2.6.1.2) ^ = [^]-peW(^5^0, 

ou [ ] est le representant multiplicatif. D’apres [1.3.41 (avec les notations de ll.3.2p . la suite 

(2.6.1.3) 0— )■ W(^.^0 —>0 
est exacte. Elle induit une suite exacte (11.3.2.51) 

(2.6.1.4) 0 ^ A 3^2(^tt) a ^ 0, 

ou on a encore note le morphisme induit par la multiplication par ^ dans L’ideal ker(0) 

de 32 / 2 ( 1 ^ 7 ^) est de carre nul. C’est un ^c-module libre de base II sera note On observera 

que contrairement a ce module ne depend pas du choix de la suite {pn)n>o- On note le 

^C-uiodule dual de Pour tout ^c-uiodule M, on designe les ^q-modules M (C^c) et 

M (C~^^c) simplement par et ^~^M, respectivement. 

2.6.2. Considerons le systeme projectif de monoi’des multiplicatifs (^^)„gN) ou les mor- 
phismes de transition sont tons egaux a I’elevation a la puissance p-ieme. On note Qk le produit 
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fibre du diagramme d’homomorphismes de monoi’des 

( 2 . 6 . 2 . 1 ) ffK - { 0 } 


lim 

x^xP 

ou la fieche verticale est rhoniomorphisme canonique et la fleche horizontale est la projection sur 
la premiere coniposante (ie., d’indice 0). On designe par qn rhomomorphisme compose 

(2.6.2.2) Qk ^ ^ W(%0 ^ ^2(^7r), 

X^xP 

on [ ] est le representant multiplicatif et les autres fleches sont les morphismes canoniques. II resulte 
aussitot des definitions que le diagramme 

(2.6.2.3) Qk -- - {0} 

QK 

•2^2 (^7f) - - -^ 

on les fleches non libellees sont les morphismes canoniques, est commutatif. 

On pose 

(2.6.2.4) •s^2{S) = Spec(32/2(^7f)) 

que I’on munit de la structure logarithmique associee a la structure pre-logarithmique 

definie par I’homomorphisme qx- D’aures 11.3.61 le schema logarithmique {■s^ 2 {S), est fin 

et sature, et 9 induit une immersion fermee exacte 

(2.6.2.5) IK-. 0,^^) ^ 

Le groupe de Galois Gx agit naturellement sur W(^-^b) par des automorphismes d’anneaux, 
et I’homomorphisme 9 est G/c-equivariant. On en deduit une action de Gx sur s^ 2 {^'k) par des 
automorphismes d’anneaux tel que rhomomorphisme 9 (12.6.1.41) soit Gic-equivariant. Par ailleurs, 
Gk agit naturellement sur le monoide Qx, et rhomomorphisme qx est Gic-equivariant. On en 
deduit une action a gauche de Gx sur le schema logarithmique {■^ 2 {S), ^. Le morphisme 
ix est Gic-equivariant. 

2.6.3. On suppose dans la suite de cette section que le schema X = Spec(i?) est affine et 
connexe (12.1.31) . que Xg est non-vide, que le morphisme /: {X,^x) {S,^s) admet une carte 

adequate (j2.2.1l) et qu’il existe une carte fine et saturee M T{X,^x) pour {X^^x) induisant 
un isomorphisme 

(2.6.3.1) M ^T{X,J^x)/T{X,ff^). 

Cette derniere est a priori independante de la carte adequate. On pose (12.1.3.31) 

( 2 . 6 . 3 . 2 ) ^\i/eK ~ 

Soit y un point geometrique de X . Le schema X etant localement irreductible d’aores r2.2.4l iiiL 
il est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. On note X la composante 
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irreductible de X contenant y. De meme, X est la somme des schemas induits sur ses composantes 
irreductibles et X = X Xx X° est la composante irreductible de X contenant y. On pose 

(2.6.3.3) =r(X*,^y). 

On designe par A le groupe profini 7ri(A* ,y) et pour alleger les notations, par R la representation 

discrete de A definie dans (j2.1.11.2|l et par R son separe complete p-adique. On notera que R 
est integre et normal (I2.1.12p . On pose 

(2.6.3.4) Y = Spec(i?) et Y = Spec(R) 

que I’on munit des structures logarithmiques images inverses de notees respectivement 
et Les actions de A sur R et R induisent des actions a gauche sur les schemas logarithmiques 
{Y,^y) et respectivement. 

Munissant {X,^-^) de I’action triviale de A (12.6.4.11) . on a un morphisme canoiiique A- 
equi variant 

(2.6.3.5) (Y,^^) ^ 


2.6.4. On munit X = X xs S' de la structure logarithmique image inverse de ^x- On 
a alors un isomorphisme canonique 

(2.6.4.1) ^ {X,J^x) X(s,^,) 

le produit etant indifferemment pris dans la categorie des schemas logarithmiques ou dans celle 
des schemas logarithmiques fins. Une ( 32 ^ 2 (S), deformation lisse de (A, est la donnee 

d’un morphisme lisse de schemas logarithmiques fins (A, —)• et d’un (S, ^-^y 

isomorphisme 

(2.6.4.2) ^ (A,.^^) 

Comme (A, t (S, est lisse et que A est afhne, une telle deformation existe et est unique 

a isomorphisme pres en vertu de f |32| 3.14). Son groupe d’automorphismes est isomorphe a 

(2.6.4.3) Hom^^(0^^g 

On se donne une telle deformation que Von suppose fixee dans cette section. 

2.6.5. D’aores [1.3.41 et [2.3.71 (avec les notations de ll. 3. 21) . la suite 

(2.6.5.1) 0 ^ W(lt) A W(i?^) A 1 ^ 0, 

ou f est I’element p.6.1.2p . est exacte. Elle induit une suite exacte (11.3.2.51) 

(2.6.5.2) 0— ^ sY2(R) —^0, 

ou on a encore note le morphisme induit par la multiplication par ^ dans 32 / 2 (.R)- L’ideal ker(0) 
de 32^2(R) est de carre nul. C’est un i?-module libre de base canoniquemeiit isomorphe a ^R 

(HMD. 
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On designe par Q le monoi’de et par q: Q ^ rhomomorphisme definis dans 11.331 en 

prenant pour schema logarithmique affine {Y, ^y) et pour u \ r(X, ^x) -t r(F, ^y') rhomomor¬ 
phisme canonique, de sorte qu’on a un diagramme cartesien 

(2.6.5.3) Q- ^V[X,Jix) 


lim R -9- R 

Jy-^xP 

On note encore q: Q ^ jY 2 {R) I’homomorphisme induit par q. On a un homomorphisme canonique 
Qk Q (I2.6.2|) qui s’insere dans un diagramme commutatif 

(2.6.5.4) Qk - 

qK q 

Le groupe A agit naturellement sur W(i?^) par des automorphismes d’anneaux, et rhomomor¬ 
phisme 0 (12.6.5.11) est A-equivariant. On en deduit une action de A sur par des automor¬ 

phismes d’anneaux telle que rhomomorphisme 9 (j2.6.5.2l) soit A-equivariant. Par ailleurs, A agit 
naturellement sur le monoide Q, et rhomomorphisme q est A-equivariant. 

2.6.6. On pose 

(2.6.6.1) = Spec(32/2(.R)) 

que I’on munit de la structure logarithmique associee a la structure pre-logarithmique 

definie par rhomomorphisme q: Q ^ •^ 2 [R) (12.6.51) . D’aores 11.3.61 et les hypotheses de 12.6.31 
le schema logarithmique ( 32 ^ 2 (P),sature, et rhomomorphisme 9 induit une 
immersion fermee exacte 

(2.6.6.2) i: ^ (^2(P),^.^.(v))- 

Les actions de A sur 32 / 2 ( 1 ?) et Q induisent une action a gauche sur le schema logarithmique 
( 32 / 2 ( 1 ^),.^^ 2 (Y))- L’immersion fermee i est A-equivariante. 

On a un diagramme commutatif canonique (12.6.2.51) 

(2.6.6.3) 

2.6.7. On pose (12.6.3.21) 

(2.6.7.1) T = Hom^(0)j/^^ ^t). 

On identifie le i?-module dual a X^Xi/eK ^ (12.6.11) et on note =5^ la i?-algebre symetrique 
associee (I1.1.9P 


(2.6.7.2) 


^ = ©n>o^" = Or R)- 
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On designe par l^ar le topos de Zariski de F = Spec(i?) (I2.6.3.4p . par T le ^^-module associe a T 
et par T le F-fibre vectoriel associe a son dual, autrement dit, 

(2.6.7.3) T = Spec(=5^). 

Solent U un ouvert de Zariski de F, U I’ouvert correspondant de £^ 2 {Y) Icf. 12.6.61) . On designe 
par I’ensemble des morphismes representes par des fleches pointillees qui completent le 

diagramme canonique 

(2.6.7.4) {u,^^\U)^^{U,^^,(Y)\U) 

0C,^^) --(X, 

de fagon a le laisser commutatif Icf. I2.6.4TI . D’apres ([2] II.5.23), le foncteur U i—5> =Sf(17) est un T- 

torseur de F^ar- On designe par ^ le i?-module des fonctions alRnes sur (cf. II.4.9). Celui-ci 

s’insere dans une suite exacte canonique 

(2.6.7.5) ^ 

D’apres ( |28| I 4.3.1.7), cette suite induit pour tout entier n > 1, une suite exacte (11.1.91) 

(2.6.7.6) 0 ^ S|-i(^) ^ S|(^) ^ ®R% ^ 0. 

Les i?-niodules (S2(^))r!.eN forment done un systeme inductif filtrant, dont la limite inductive 

R 

(2.6.7.7) = lim S^(^) 

—^ R 

n>0 

est naturellement munie d’une structure de i?-algebre. D’apres ([^ II.4.10), le F-schema 

(2.6.7.8) L = SpeeCT) 

est naturellement un T-fibre principal honiogene sur F qui represente canoniquement .jSf. On 
prendra garde que Jf, et L dependent de 

2.6.8. On munit F de I’action naturelle a gauche de A; pour tout g G A, Pautomorphisme 
de F defini par g, que I’on note aussi g, est induit par Pautomorphisme g~^ de R. On considere 
T comme un ^p-module A-equivariant au moyen de la donnee de descente correspondant au i?i- 
module Hom^(D)jy^^ Ri,^Ri) (cf. II.4.18). Pour tout (/ G A, on a done un isomorphisme 
canonique de ^^-modules 

(2.6.8.1) rJ:T^g*(T). 

Celui-ci induit un isomorphisme de F-schemas en groupes 

(2.6.8.2) Tj:TC>g«(T), 
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ou g* designe le foncteur de changement de base par Tautomorphisme g de Y. On obtient ainsi 
une structure A-equivariante sur le F-schema en groupes T (cf. II.4.17) et par suite une action 
a gauche de A sur T compatible avec son action sur Y ; I’automorphisme de T defini par un 
element de A est le compose de tJ et de la projection canonique g*(T) —T. On en deduit 

une action de A sur par des automorphismes d’anneaux, compatible avec son action sur R, 
que Ton appelle action canonique. Cette derniere est concretement induite par Paction triviale sur 

L’action naturelle a gauche de A sur le schema logarithmique {jY 2 {Y), (12.6.51) induit 

sur le T-torseur Af une structure A-equivariante (cf. [2] II.4.18), autrement dit, elle induit pour 
tout 5 G A, un isomorphisme rj^-equivariant 

(2.6.8.3) rf: 

ces isomorphismes etant soumis a des relations de compatibilite (cf. |2] II.4.16). En effet, pour tout 
ouvert de Zariski ?7 de F, on prend pour 

(2.6.8.4) Tf{U):^{U)^^{g{U)) 

Pisomorphisme defini de la fagon suivante. Soient U Pouvert de 32^2 (F) correspondant a. U, g € 
Af(C/) que Pon considere comme un morphisme 

(2.6.8.5) g: {U, ^ (1,^^). 

Comme i (12.6.6.21) et le morphisme (12.6.3.51) sont A-equivariants, le morphisme compose 

(2.6.8.6) {9{U),.^^,^y)\ 9{U)) ^ (U, .Jf^,^Y)\U) ^ (X,.^^) 

prolonge le morphisme canonique {g{U),.^^\g{U)) —>■ II correspond a Pimage de /x par 

T^{U). On verifie aussitot que le morphisme ainsi defini est un isomorphisme rj^-equivariant 
et que ces isomorphismes verifient les relations de compatibilite requises dans ([^ II.4.16). 

D’apres ([^ II.4.21), les structures A-equivariantes sur T et Af induisent une structure A-equi¬ 
variante sur le ^y-module associe a ou, ce qui revient au meme, une action i?-semi-lineaire de 
A sur telle que les niorphisnies de la suite (12.6.7.51) soient A-equivariants. On en deduit sur L 
uue structure de T-fibre principal homogene A-equivariant sur F (cf. II.4.20). Pour tout g G A, 
on a done un isomorphisme r^-equivariant 

(2.6.8.7) rL:L^5 *(L). 

Cette structure determine une action a gauche de A sur L compatible avec son action sur F; Pau- 
tomorphisme de L defini par un element g de A est le compose de rj' et de la projection canonique 
5 *(L) -g L. On obtient ainsi une action de A sur par des automorphismes d’anneaux, compatible 

avec sou action sur R, que Pon appelle action canonique. Cette derniere est concretement induite 
par Paction de A sur 

Pour tout g G A, on designe par 

(2.6.8.8) L(F) ^ L(F), 
le compose des isomorphismes 

(2.6.8.9) ^ 5*(L)(X), 

(2.6.8.10) <?*(L)(X) ^ L(F), ^^pro^og-i. 
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oil g ^ agit sur Y et pr: 5 *(L) —L est la projection canonique, de sorte que le diagramme 



( 2 . 6 . 8 . 11 ) 


est commutatif. En particulier, pour tout f3 G on a 

(2.6.8.12) (5-i(/3))(Ai)=g-i(/3(V))- 

Par ailleurs, est defini par le niorphisme compose 

(2.6.8.13) (^2(1^), ^^,(F)) ^ (-* 2 / 2 ( 1 ^), ^^,(Y)) ^ 


Definition 2.6.9 ([^ II. 10.5). La i?-algebre (I2.6.7.7|l . munie de Taction canonique de A 
(I2.6.8|) . est appelee I’algebre de Higgs-Tate associee a La i?-representation ^ (I2.6.7.5|) 

de A est appelee Vextension de Higgs-Tate associee a 

D’apres ([^ 11.12.4), les actions canoniques de A sur ^ et sont continues pour les topologies 
p-adiques. 


2.6.10. On a uii homomorphisme canonique (12.1.1.11) 

(2.6.10.1) Zp(l)^(i?V. 

Pour tout ( € Zp(l), on note encore () son image dans (i?^)^. Comme 0([C] — 1) = 0, on obtient 
un homomorphisme de groupes 

(2.6.10.2) Zp(l)^^2(R), C ^ log([C]) = [C] - 1 , 

dont Timage est contenue dans ker(0) = Celui-ci est clairement Zp-lineaire. D’apres ([^ 11.9.18), 
son image engendre I’ideal pp^^R de sY 2 {R), et le morphisme i?-lineaire induit 

(2.6.10.3) Ril) ^ p-i^(R 
est un isomorphisme. 

L’homomorphisme de monoi'des Zp(l) —>• {R ,x) deduit de (|2.6.10.1I) et Thomomorphisme 
trivial Zp(l) —>■ T{X,^x) (de valeur 1) induisent un homomorphisme (j2.6.5.3ll 

(2.6.10.4) Zp(l) ^ Q. 

2.6.11. On designe par Q le produit fibre du diagramme d’homomorphismes de monoi’des 


( 2 . 6 . 11 . 1 ) 


r{x,^^) 


Q —^ r{x, Jtx) —^ r{x, 

L’action naturelle de A sur Q et son action triviale sur V(X,^^ induise une action sur Q. 
L’homomorphisme canonique Zp(l) —>■ Q (j2.6.10.4|) et Thomomorphisme trivial Zp(l) —>■ r(A, 

(de valeur 1) induisent un homomorphisme 

( 2 . 6 . 11 . 2 ) 


Zp(l) Q- 
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Soit T' un element de Q, d’images canoniques T € Q, t € r{X,^x) et t' G Tout 

element G -^{Y) determine un morphisme de schemas logarithmiques que Ton note encore 

(2.6.11.3) ^ 

et en particulier un homomorphisme de monoides /i*': D’apres ([36] IV 

2.1.2), il existe un et un unique element 6^ G tel que 

(2.6.11.4) M^(M-'(i')) = {l + h^)T 

L’application est une fonction affine sur ^ a valeurs dans de terme lineaire (ilog(t) G 

^\ l / 0 k ^ E n.4.7). Elle definit done naturellement un element de que Ton note 

dlog(T') G au-dessus de dlog(<) (12.6.7.51) . On voit aussitot que I’application 

(2.6.11.5) d\og:Q^^^ 

ainsi definie est un homomorphisme de monoi’des. II est A-equivariant d’apres (|2.6.8.12l) . Le dia- 
gramme 


(2.6.11.6) Zp(l) 

-log([ ]) 

'' 

0 - ^(R- 

est clairement commutatif. 


Q 


■T{X,J(x) 


dlog 


dlog 




0 


2.7. Theorie de Kummer 

2.7.1. Pour toute extension finie L de K, on note la fermeture integrale de dans L 
et on pose Sl = Spec(i^L) que Ton munit de la structure logarithmique ^Sl definie par son point 
ferme. On a un morphisme canonique {Sl,^Sl) (.S,^s)- On pose 

(2.7.1.1) {Xl,^Xl) = iX,^x) X{s,^s) 

le produit etant pris dans la categoric des schemas logarithmiques, de sorte que I’on a X^ = 
X Xs Sl- On note Jl - {Xl,-^Xl) {Sl,-^Sl) projection canonique. On voit aussitot que 

V£ = Xl Xx X° est le sous-schema ouvert maximal de ou la structure logarithmique .^^Xl 
est triviale. Le morphisme est adequat d’apres (j^ III.4.8). En vertu de (|^ III.4.2(iv)), on a 
done 

(2.7.1.2) ^Xl ^ {jxL)*{^xi) 

En particulier, I’homomorphisme canonique ®st un monomorphisme. On a un iso- 

morphisme canonique (|2.1.3.3I) 

(2.7.1.3) ^\xl,-^Xi^)/{Sl,-^Sl) ^ ^Xl- 

Par suite, la derivation logarithmique universelle induit un homomorphisme 

(2.7.1.4) d\og :-/£xl ^ ®ffx ^Xl- 
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Pour tout itT-homomorphisme L ^ L' entre extensions finies de itT, on a un diagramme carte- 
sien canonique dans la categoric des schemas logarithmiques 

(2.7.1.5) 




Pour toute sous-iiT-extension finie L de K, on note Hl'- X X^le morphisme canonique. On pose 
(2.7.1.6) = lim 

LC~K 


la limite etant prise sur la categoric filtrante des sous-itT-extensions finies de K. C’est un monoide 
integre de X^t 1 |36) I 1.3.6). On notera que I’homomorphisme canonique de X^nr 

(2.7.1.7) ^ ^x 

LCK 

est un isomorphisme f |26| 8.2.12). II resulte de 1 [23| 0.6.1.6) et 1 |38| I § 3 prop. 1) que I’homomor- 
phisme analogue de (12.7.1.71) dans X^t est aussi un isomorphisme. On en deduit un monomorphisme 
de Xet 


(2.7.1.8) a-.Ji-x^^x- 

C’est uiie structure logarithmique sur X. 

On pose 

(2.7.1.9) 


que Ton considere comme un faisceau de X^^^ ou X^t, selon le contexte (cf. 11.1.121) . Compte tenu 
de (jl. 1.12. 61) . les homomorphismes (I2.7.1.4p induisent un homomorphisme que Ton note encore 

(2.7.1.10) dlog: ^ 

Celui-ci induit un morphisme i^-^-lineaire et surjectif 

(2.7.1.11) Oz ^x/s- 
Pour tout entier n > 1, on pose 

(2.7.1.12) = i^x/s ®ex 

que I’on considere aussi un faisceau de Xg.zar ou Xs.et? selon le contexte (cf. I2.1.4p . Compte tenu 
de (|1. 1.12. 61) . le morphisme (|2. 7. 1.111) induit un morphisme -lineaire et surjectif de 

(2.7.1.13) Oz ^ ^k/s„' 

2.7.2. Pour tout U-topos X et tout groupe abelien G, on note Gj (ou simplement G lorsqu’il 
n’y a aucun risque d’ambigui’te) le groupe constant de T de valeur G. D’apres ([2] VI.5.17), Gg est 
canoiiiquement isomorphe au faisceau associe au prefaisceau {U ^ ^ 12.1.51) . Pour 

tout entier n > 1, on designe par (ou simplement /i„ lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambigui’te) 
le groupe constant de T de valeur le groupe /i„(^-^) des racines n-iemes de I’unite dans Pour 
tout (Z/nZ)-module f de T et tout entier m, on pose 


F{m) 


Homz(M®r>^)> 


si m > 0, 
si m < 0. 


(2.7.2.1) 
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Get usage n’etant pas classique pour le topos on prendra garde de ne pas confondre le faisceau 
Miisi defini avec le faisceau des racines n-iemes de I’unite de X^t, c’est-a-dire le noyau de la 
puissance n-ieme sur Gm,x (qui ne sera pas utilise dans cet article). 

Lemme 2.7.3. Soient A un anneau integre, M un monoids integre, u un homomorphisme 
injectif de M dans le monoi'de multiplicatif A, n un entier > 1, (j): A ^ A I’application d’elevation 
d la puissance n-ieme. Supposons que pour tout t S M, I’equation a;” = u(t) admette n racines 
distinctes dans A. Alors, cj)~^{M) est un monoi'de integre et I’homomorphisme cj)~^{M) M deduit 
de (p identifie M au quotient de (f)~^{M) par le sous-monoi'de p,n{A) des racines n-iemes de I’unite 
dans A Hl.1.71) . 

En effet, pour tout t G M, on a u{t) ^ 0 car u est injectif et M est integre. Comme A est 
integre, est done integre. Par ailleurs, I’application canonique ^ M est surjective 

et fait de <p~^{M) un torseur sur M sous le groupe Par suite, M est le quotient de (l)~^{M) 

par le sous-monoide pLn{A) ([ 36 ] I 1.1.6). 

2.7.4. Considerant I’anneau de E (|2.1.8I) muni de sa structure multiplicative et le monoi'de 
de Xet defini dans (12.7.1.61) . on note 

(2.7.4.1) 21: ^ ^ 

le compose des homomorphismes canoniques (12.7.1.81) et (12.1.8.41) 

Pour tout entier n > 0, on designe par le mono’ide de E defini par le diagramme cartesien de 
la categorie des monoides de E (I1.1.7P 

(2.7.4.2) - ^a*{K{.y£Y)) 

21 

W - 

oil V est I’endomorphisme d’elevation a la puissance p-ieme de Les mono’ides (^„)„gN forment 
naturellement un systeme projectif. Compte tenu de (12.1.4.21) et (12.1.6.31) . le diagramme (12.7.4.21) 
induit par image inverse par le plongement 6 (12.1.6.11) un diagramme cartesien de la categorie des 
mono'ides de Eg 

(2.7.4.3) S*{^n) -^ cr*(a*(.^;^)) 

s-m 

S*{W) > S*{W) 

Proposition 2.7.5. Soit n un entier > 0. 

(i) Le monoids S*(^n) est integre. 

(ii) L’homomorphisme canonique p. n p. ^ 5*{.Sn) (12.7.21) est un monomorphisme. 

(iii) La projection canonique S*(^n) —t <Ts(n*(‘^x)) identifie a*{Ti* ““ quotient de 
i5*(^„) par le sous-monoide g (11.1.71) . 

Soient (p x) un point de Xet ^et (|l-9-16l) tel que x soit au-dessus de s, p(y IS) 

son image dans E par le morphisme p (12.1.5.61) . On note encore x le point geometrique a(ir) de X 
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(12.1.4.111 . Compte tenu de ([2] (VI.10.18.1)) et (j2.1.4.2ll . la fibre de 21 en p{y x) s’identifie a un 
homomorphisme 

(2.7.5.1) ^ ^p{y^'x)- 

Montrons que celui-ci remplit les conditions de l2.7.3l D’apres ([^ III.10.10), S^p[y^x) est un anneau 
normal et strictement local (et en particulier integre) et rhomomorphisnie 

( 2 . 7 . 5 . 2 ) ^p(jy-^x) 

fibre de rhomomorphisme canonique cr*(/i*(i^-^)) —)• (12.1. 8. 4|1 en p(y -w x), est injectif et local. 
Comme a: ^ l|2.7.1.8p est un monomorphisme, 2lp(y.^j) est injectif. D’autre part, avec 

les notations de 12.1.141 on a un isoniorphisme canonique (12.1. 14. Sp 

(2.7.5.3) £§p(jy^x) ^ lim Ru- 

(!/,p)e3n£. 

On a clairement (|2.1.4.2p 

(2.7.5.4) 

(t/,p)e<ro£. 

De plus, rhomomorphisme Qip(jj^x) s’identifie a la limite inductive des homomorphismes composes 

r(c7, .^y) ^ r(c7, ^^) ^ %, 

ou la seconde fleche est rhomomorphisme canonique. Pour tout (t/, p) G Ob(21J3-) et tout t G 
T{U,^-y), comme ajj(t) est inversible sur U (12.7.1.811 . le {/-schema 

(2.7.5.5) Spec(%[T]/(TP” - 

est fini et etale au-dessus de U°. L’anneau etant integre et normal (12.1.1211 . il resulte aussitot de 
sa definition (|2. 1.11. 311 que I’equation TP = ajj{t) admet une racine et done p" racines distinctes 

dans i?y. On en deduit que pour tout m G I’equation TP = '^p(y.^x){'m) admet p” racines 

distinctes dans S^p(y.^x) ■ La proposition s’ensuit en vertu de 12.7.31 et 12.1.71 

COROLLAIRE 2.7.6. Pour tout entier n > 0, la suite d’homomorphismes canoniques 

(2.7.6.1) 0 ^ ^ ^ ^ 0 

est exacte. 

En effet, le foncteur d’injection canonique de la categorie des groupes abeliens de Eg dans 
celle des monoi’des de Eg admet pour adjoint a gauche, le foncteur “groupe associe” ^ i-)- 
Ce dernier commute done aux limites inductives. L’exactitude de la suite (|2.7.6.11l au centre et 
a droite resulte alors de 12.7.5l iii'l et ([^ (II.5.7.1)). L’exactitude de cette suite a gauche est une 
consequence de l2.7.5l i'l-{iiL 

COROLLAiRE 2.7.7. Soientx un point geometrique de X au-dessus de s, X' le localise strict de 
X en X, Lpx'- E —> Xf^^ le foncteur canonique (12.1.13.211 . n un entier > 0. On designe encore par 
X le point geometrique a(x) de X (|2.1.4.ip . Alors, I’image du diagramme (12.7.4.211 par le foncteur 
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ipx s’identifie d un diagramme cartesien de la categoric des monoides de 

(2.7.7.1) ^ 


^-( 21 ) 



ou on a encore note v I’endomorphisme d’elevation d la puissance p-ieme de De plus, 

le mono'ide tpxi^n) sst integre, et la projection canonique —?■ -^-Xx Identifie 

quotient de ipx'{^n) par le sous-monoide ■x'° (|1.1.7I) . 

En effet, on a un isomorphisine canonique </JT((T*(fi*(^;y))) ^ -^Xx d’apres p. 1.13. 31) et 
(12.1.4.21) ; d’ou la premiere assertion. Comme X est integre et non-vide (I2.1.16L considerant un 
point (y -w x) de X^t Xx^t seconde assertion resulte de la preuve de 12.7.51 comote tenu de 

la description (12.1.15.21) du foncteur fibre de E associe au point p{y -w x). 

2.7.8. Pour tout entier n > 1, on note 

(2.7.8.1) dn:a*{^^) ^ 

I’homomorphisme compose du morphisme d’adjonction —)> crs*(cr*(a*(.^^))) et du co- 

bord de la suite exacte (I2.7.6.1|) . Celui-ci induit deux morphismes -lineaires 

(2.7.8.2) ^ RV„,(^„(1)), 

(2.7.8.3) a*{^f)<^z^x„ ^ RV„*(e^„), 

le second etant defini au moyen du compose des morphismes canoniques (12.6. 10. 3p 

(2.7.8.4) ^c(l) ^ ^^c- 

Theoreme 2.7.9. Soil n un entier > 1. 

(i) Le morphisme (12.7.8.31) se factorise d travers le morphisme surjectif (12.7.1.131) et induit un 
morphisme G-x -lineaire de Xs^et 

(2.7.9.1) 

(ii) II existe un et un unique homomorphisme de -algebres graduees de 

(2.7.9.2) A (r^^x„/s„) ^ 

dont la composante en degre un est le morphisme p.7.9.11) . De plus, son noyau est annule 
par pp-i m-x et son conoyau est annule par p p-i ou d = dim(X/S') (I2.1.3p . 

La preuve de cet enonce sera donnee dans 12.7.171 apres quelques resultats preliminaires. 

2.7.10. Soient (y x) un point de Xet Xx^t X°^^ (11.9.161) tel que x soit au-dessus de 
s, X' le localise strict de X en x. On note encore x le point geometrique a{x) de X p. 1.4. II) . 
D’apres ([2] III.3.7), X est normal et strictement local (et en particulier integre); on pent done 
I’identifier au localise strict de X en x. Le X-morphisme u:y—>-X' definissant {y x) se releve 
en un X -morphisme v: y ^ X et induit done un point geometrique de X que Ton note aussi 
(abusivement) y. On designe par 

(2.7.10.1) 


'Ex'- E ^ Xf^t 
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le foncteur canonique (j2. 1.13. 211 et par 

(2.7.10.2) 1^: ^ 

le foncteur fibre de en y (11.1.13.31) . Compte tenu de (12.1.13.31) . (I2.1.4.2|) et (12.1.15.51) . Phomo- 
morphisme (12.7.4.11) s’identifie a rhomomorphisme compose 

(2.7.10.3) -- %, , 


on la premiere fleche est la fibre de a (12.7.1.81) en Ic, R^x' 6®^ I’algebre definie dans (12.1.15.41) et 
la seconde fleche est I’homomorphisme canonique p. 1.15. 41) . Pour tout entier n > 0, I’image du 
diagramme p.7.4.21) par le foncteur VyOLp^ s’identifie done a un diagramme cartesien de la categoric 
des monoi'des de 


(2.7.10.4) 


/(7’S'(^n)) 


Rx' 


X,x 

I>y(VT(21)) 


■R% 


—y 

ou on a encore note v I’homomorphisme d’elevation a la puissance p-ieme de Rx'- 
Pour tout t G section a^(t) est inversible sur X . Le X -schema 

(2.7.10.5) = Spec(^y.[T]/(TP" - a^{t)) 

est done fini et etale sur X . En particulier, iX°{t) = 3^n{t) Xx X° induit un (^^)-torseur de 
Xf^^. On designe par 3^n{t)y la fibre de l5)i(t) au-dessus de y et par ^n{t) la fibre de la projection 
canonique r^(<Px(^n)) —t •^'Xx p.7. 10.41) au-dessus de t. On a un isomorphisme canonique de 
Ppn(^-j^)-torseurs de 


(2.7.10.6) sr^(t)y^ 

Lemme 2.7.11. Sous les hypotheses de 12.7.101 pour tout entier n > 0, I’application 


(2.7.11.1) 


X.x B^(Xf4t,p, 






est un homomorphisme de monoides (12.7.21) . et le diagramme 


(2.7.11.2) 


‘'X,x 




•Hn^f^t.7^3f((5*(Pp„jJ)) 



IlV„(/rp„ jjsr 


W 


U 

RV*((5*(pp„ jJ)3r 


ou dn,x est la fibre en x de rhomomorphisme dn (I2.7.8.1|) . u est I’isomorphisme p. 1.13. 51) . v est 
induit par I’isomorphisme canonique (fix —t y>xb*5* (|2. 1.16. II) . w est induit par I’isomorphisme 
(12.1.6.41) et la fleche non libellee est rhomomorphisme canonique, est commutatif. 

Considerons la suite exacte de groupes abeliens de E 
(2.7.11.3) 0 X <5*(Pp„ jJ ^ <5.(d*(^sP)) ^ ^ 0 
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deduite de la suite exacte (j2. 7.6. Ill par image directe par le plongement 6. D’apres ([^ VI.10.30(iii)), 
le diagramme 

(2.7.11.4) 

a b 

RV* (5, ^^ Ri (x'fl^, (p^{S^ (V))) 

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes (12.1.13.51) et les fleches verticales sont les bords 
des suites exactes longues de cohomologie, est commutatif. Par ailleurs, le diagramme 


(2.7.11.5) 




RVs*(p, 




■RV*((54Pp„jJ)3r 


ou i est induit par le morphisme d’adjonction id —> ag^cr*, c est le bord de la suite exacte longue 
de cohomologie deduite de la suite (I2.7.6.1|l et w et w' sont induits par I’isomorphisme (|2.1.6.4I1 . 
est commutatif. 

D’apres (|2. 1.16. II) . (12.1.13.31) et (12.1.6.31) . I’image de (12.7.11.31) par le foncteur (p^ s’identifie a 
une suite exacte de groupes abeliens de 

(2.7.11.6) 0 -)> Aipn 
Celle-ci induit un homomorphisme 

(2.7.11.7) r^: _ ^ 

qui s’identifie done a b 


(2.7.11.8) 


b 

Hi (x;; , ) ^-Hi (x;:„ ^^(<5. (p^„ g j)) 


On verifie que v' ^ o u' o w' o i est I’identite. 

II resulte de 12.7.71 et ([36] 1.1.1.6) que le diagramme canonique 


(2.7.11.9) 


7^a;(^n) 


'-XpS 





est cartesien. Compte tenu de (I2.7.10.6|l . on en deduit que est le compose de t!^ et de I’homo- 
morphisme canonique -y^-xx proposition. 







































2.7. THEORIE DE KUMMER 


147 


2.7.12. Conservons les hypotheses et notations de l2.7.10l : supposons, de plus, les conditions 
suivantes remplies : 

(i) Le schema X est affine et connexe et le morphisme /: {X,^x) —t {S,^s) admet une 
carte adequate (12.2.11) . 

(ii) II existe une carte fine et saturee M T{X,^x) pour {X,^x) induisant un isonior- 
phisnie 

(2.7.12.1) M ^T{X,^x)lT{X,ff^). 

Ces conditions correspondent a celles fixees dans l2.1.T] Notons R I’anneau de X et posons = 

(12.1.3.31) . Le schema X etant localement irreductible, il est la somme des schemas induits 
sur ses composantes irreductibles. On designe par X* la composante irreductible de X contenant 
y. De meme, X est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles, et X = 
X Xx X° est la composante irreductible de X contenant y. On munit X = X Xs S (12.6.1.11) 
de la structure logarithmique image inverse de ^x et on se donne une {•s^ 2 {S)t ^ 

deformation lisse {X,^^) de {X,^-^) Icf. 12.6.4)) . On note le complete p-adique de I’anneau 
T^x (12.1.11.31) et 

(2.7.12.2) 0 ^Tlx ^ ^ ^ 

I’extension de Higgs-Tate associee a (I2.6.9|) ; c’est une extension de iijjf-representations 

continues de 'Ki{X* ,y). Pour tout entier n > 0, on designe par 

(2.7.12.3) 0 ^{R^x/p^R^x) (g)^ (R^x/P^^^x) 0 

la suite exacte deduite de (12.7.12.21) . par 

(2.7.12.4) A„:T(X*,hX^^^J ^ H1(^i(X*°, y),e(i?^/p"i?^)) 

le morphisme r(X , ^■^)-lineaire induit, et par Qn le produit fibre du diagramme d’homomor- 
phismes de monoides de B.„.^ 

(2.7.12.5) r{X,^x) 


R 


X 


R 


X 


ou on a encore note v I’homomorphisme d’elevation a la puissance p-ieme de . On observera que 
An ne depend pas du choix de {X,^^) ([^ II.10.10). L’homomorphisme canonique r{X,^x) 
R^x verifie les hypotheses de l2.7.3l En effet, I’homomorphisme r(X, ^x) R est injectif (12.1.3.11) 
et comme X est connexe, I’homomorphisme R 'Wx est injectif. Par suite, le monoi’de Qn est 
integre et la projection canonique T{X,^x) identifie T{X,^x) au quotient de Qn par le 

sous-monoide {^'k) d’aDres l^.7.31 On a done une suite exacte de groupes abeliens de 

(2.7.12.6) 0 ^ ^ gsP ^ r{X,^x)^^ ^ 0. 

Elle induit un homomorphisme 

(2.7.12.7) Bn-. r(X,.^x) ^Hl(^i(X*°,p),/ip„(^;^)). 



























148 


2. THEORIE DE HODGE p-ADIQUE 


On observera que le diagramme canonique 

(2.7.12.8) Qn - ^T{X,^x) 

gsp- 

est cartesian ([36] I 1.1.6). On note encore 

(2.7.12.9) -log([ ]): /rp"(^77) ^ ^RI/p^RI) 

I’homomorphisme induit par rhomomorphisme — log([ ]) (I2.6.10.2p . 

Lemme 2.7.13. Sous les hypotheses de 12.7.121 pour tout entier n > 0, le diagramme 


(2.7.13.1) 


T{X,J^x) 

dlog 




•Hi(7ri(X*°,j/),^pn(^-j^)) 


-ios([ ]) 

Hi(^i(X"“,y),C(i?|/p"i?x)) 


ou on a encore note dlog I’homomorphisme induit par I’homomorphisme dlog (12.1.3.41) . est com- 
mutatif. 

On notera d’abord que le morphisme X X etant un homeomorphisme universel, on pent 
identifier les topos etales de X et X. D’apres l |31j 3.6 ou |36j IV 2.1.2), est le quotient 

de par le sous-monoide 1 + (cf- [36| I 1.1.5). Comme X est affine, on en deduit que 
rhomomorphisme canonique 


(2.7.13.2) r(v, r(i:, 

est surjectif. Soit t € T{X,^x)- Notons Qn{t) I’image inverse de t par la projection canonique 
Qn r(V,.^x) et la fibre au-dessus de dlog(t) 0 1 dans I’extension (12.7.12.31) . Compte 

tenu de (12.7.12.81) . Bn{t) est la classe du /ipn(^-j^)-torseur Qn{t) de '^t^^(x*° y)- D’autre part, 

A,i(dlog(t)(8)l) est la classe du ^(i?x/ 7 '"^A)"torseur de y) - Choisissant un element 

t' £ r(V,./#j) ayant mtoie image que t dans r(V,.^^) (I2.7.13.2p . I’homomorphisme (12.6.11.5^ 
induit une application tti {X , y)-equivariante 

(2.7.13.3) Qnit) ^ 

Cette application est aussi equivariante relativement a rhomomorphisme — log([ ]) (12.7.12.91) ; d’ou 
la proposition. 

Proposition 2.7.14. Sous les hypotheses de l2.7.101 pour tout entier n > 1, il existe un unique 
morphisme --lineaire 
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qui s’insere dans le diagramme commutatif 


(2.7.14.2) 


-^x.x - - -^ Hi (tti (x'°, y), Hpn (^y)) 


dlog 

^X^/S„,x 


-log([ ]) 

' ' 




oil on a encore note dlog rhomomorphisme induit par rhomomorphisme dlog (I2.7.1.10p . 

En effet, I’uiiicite de (pn est claire (|2. 7.1. lip . Montrons son existence. Pour toute extension finie 
L de K contenue dans K, on rappelle que Ton a. = X xs Sl (I2.7.1.ip . On note encore x I’image 
du point geometrique x par la projection canonique X ^ X^. D’apres (|2.7.1.6p et (j2.7.1.7ll . on a 
des isomorphismes canoniques 

(2.7.14.3) ^ 

LCK 

(2.7.14.4) ^ lirn ^Xl,x- 

LCK 

Comme chaque morphisme /l est adequat ([2] III.4.8), on est reduit a montrer que la restriction 
de — log([ ]) o r„ a ^x,x se factorise a travers rhomomorphisme 

(2.7.14.5) ^ 

induit par dlog (j2.1.3.4p . En vertu de ([2] II.5.17), on pent supposer les hypotheses de 12.7.121 
remplies. II suflit de montrer que la restriction de rhomomorphisme — log([ ]) o a r(X, ^x) se 
factorise a travers rhomomorphisme 

(2.7.14.6) Fix, ^x) ^ r{X, 
induit par dlog (12.1.3.41) . ce qui resulte de 12.7.131 

COROLLAIRE 2.7.15. Sous les hypotheses de l2.7.121 pour tout entier n > 1, le diagramme 
(2.7.15.1) ^:i-Hi(^i(X*°,y),C(i?|/p"i?^)) 




ou An est le morphisme (12.7.12.41) et pn est le morphisme (I2.7.14.ip . est commutatif. 
Cela resulte aussitot de la preuve de 12.7.141 


COROLLAiRE 2.7.16. Sous les hypotheses de 12.7.101 pour tout entier n > 1, il existe un et un 
unique homomorphisme de --algebres graduees 

(2.7.16.1) A ^ ®i>oK{7T,(x’°,y),Rl,/p’-Tfx,) 

dont la composante en degre un est le morphisme ^~^4>n (12.7.14.11) . De plus, notant d = dim(X/5') 

_ __ 2d 

la dimension relative de X sur S, le noyau de (I2.7.16.ip est annule par pr-^m-j^ et son conoyau 

2d+l 

est annule par p p-i vcip^. 
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On designe par 03^ la categoric des X-schemas etales x-pointes, par Wx (resp. 20^) la sous- 
categorie pleine de 23$- formee des objets ({7, p:x^U) tels que le schema U soit afhne (resp. verifie 
les conditions (i) et (ii) de 12.7.11?)) . Ce sont des categories cofiltrantes, et les foncteurs d’injection 
canonique —>■ 23^ sont colinaux d’apres ([2] II.5.17) et ([1] I 8.1.3(c)). Reprenons les 

notations de l2.1.151 Pour tout objet {U,p) de on note 

(2.7.16.2) Arp),- ^ /p^%)) 

le morphisme canonique (12.7.12.41) ; on rappelle que celui-ci ne depend pas de la deformation choisie 
dans 12.7.121 pour le definir ([^ II. 10.10). D’aores [2.7.151 le diagramme 

(2.7.16.3) r(r,0^„/gj > HH7ri(r°,y),e(R^/p"R^)) 


est commutatif. D’apres (j^ VI.11.10) et (12.1. 15. 4p . pour tout entier i > 0, on a un isomorphisme 
canonique 

(2.7.16.4) ff(^i(x'°,y),RA/p-R^,)^ l™ B}{^,{Tr\y),%/p^%). 

(U,p)GW^ 

Par ailleurs, x' etant strictement local d’apres ([^ III.3.7), il s’identifie au localise strict de X en 
X. On a done un isomorphisme canonique 

( 2 - 7 - 16 . 5 ) 

(u,p)€Sn^ 

Les homomorphismes 4l(c/,p),rt, pour (U,p) G Ob(2I3L)^ forment un homomorphisme de systemes 
inductifs d’apres (|2] III.10.16). Leur limite inductive s’identifie done a (12.7. 16. 3[) . II suffit 

alors de montrer que pour tout objet {U, p) de 2237^ il existe un et un unique homomorphisme de 
)-algebres graduees 

(2.7.16.6) Ar(C7*,r'^x„/sJ ^ ©*>off(7ri(C7*°,y),R^/p"R^) 

dont la composante en degre un est le morphisme Oue son noyau est annule par pX^ 

2d+l 

et que son conoyau est annule par p p-i 

D’apres ([^ 11.10.16), on a un diagramme commutatif 


(2.7.16.7) 




■Hi(^i(Cr°,y),R^/p-i?^) 




Hi(^i(D*°,y),r'i?H(l)/pA-',Ry(l))-^Hi(^i(D*°,y),pi^i?^/p"+5^iA) 


ou a est induit par le morphisme defini dans (12.3.4.15L b est induit par I’isomorphisme canonique 

i?y(l) ^ p'^^Rjj (12.6.10.31) et c est induit par I’injection canonique p~^Rjj —>■ Rjj. En vertu de 
12.3.61 il existe un et un unique homomorphisme de (U )-algebres graduees 
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dont la composante en degre un est le morphisme a. Son noyau est a-nul et son conoyau est annule 
par On en deduit qu’il existe un et un unique homomorphisme de {U )-algebres 

graduees 

(2.7.16.9) A ^ 

dont la composante en degre 1 est Une chasse au diagramme (I2.7.16.7P montre que le 

noyau de (12.7.16.91) est annule par Comme H®(7ri([/*°, y), R^/p^R^) est a-nul pour tout 

* > d -I- 1 en vertu de l2.3.10n ii'). le conoyau de (12.7.16.91) est annule par p p-i 

2 . 7 . 17 . Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme 12.7.91 La proposition etant locale 
pour la topologie etale de Xg, soient x un point geometrique de Xg, X' le localise strict de X en 
X. D’apres [2.1.16f il. il existe un point (y -w x) de X^t Xx^t (I1-9.16I) . En vertu de (12.1. 13. 5|) et 
(12.1. 15. 5|) . pour tout entier * > 0, on a un isomorphisme canonique 

(2.7.17.1) RV„,(e^„)^ ^ R^xZ^aRl'/p'^Rl'))- 

La proposition resulte alors de 12.7.11112.7.141 et 12.7.161 
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